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PRATARME

Nuo 1993/94 m. m. | bendrojo lavinimo viduriniy mokykly matematikos programa
jtraukti klausimai, kurie anks¢iau nebuvo nagrinéjami. Tai kombinatorikos, tikimybiy teorijos
ir matematinés statistikos pradmenys. Siy klausimy néra mokykliniuose matematikos vadové-
liuose, o pateikti juos taip, kaip nusvieciami aukstosios matematikos vadovéliuose, metodikos
poziiiriu netikslinga. Esant literatiiros stygiui, $is leidinys bent i§ dalies uzpildys Sig spraga.

Leidinyje pateikta medziaga apima visg programa. Be to, jtraukti keli klausimai, nejei-
nantys j programa. Jie pazymeéti *(Zvaigzdute). Vidurinés mokyklos matematikos programoje
ir vadovéliuose néra aibiy teorijos sgvoky ir jas atitinkanc¢ios simbolikos, todél kombinatorika,
tikimybiy teorijos ir matematinés statistikos pradmenys iSdéstomi nesiremiant aibiy teorija.

Kiekvieno skyrelio pabaigoje yra pakankamai uzdaviniy, skirty darbui klaséje ir sava-
rankiSkam darbui namuose. Pateikti visy uzdaviniy atsakymai, o sudétingesniy uzdaviniy ir
sprendimai. Daugumos uzdaviniy atsakymai uzrasyti tokia forma, kad i§ jo nesunku suvokti
sprendimo eigg ir faktiSkai yra glaustai uzrasytas uzdavinio sprendimas.

Leidinys skiriamas bendrojo lavinimo viduriniy mokykly matematikos mokytojams ir

moksleiviams.

Autorius



I skyrius

KOMBINATORIKA

Matematikos sritis, kurioje tiriami klausimai, kiek skirtingy kombinacijy, tenki-
nanciy tam tikras sglygas, galima sudaryti i§ turimy objekty, vadinama kombinatorika.
Ivairios grupés, sudarytos i§ bet kokiy daikty ir besiskirian¢iy viena nuo kitos arba paciais
daiktais, arba jy i8déstymo eile, vadinami junginiais.

Daiktai, 1§ kuriy sudaryti junginiai, vadinami elementais.

Kombinatorika atsirado X VI a. I§ pradziy kombinatorikos uzdaviniai dazniausiai budavo susi-
je su azartiniais zaidimais. Italy matematikas Tartalija (1499-1557) nagrinéjo skirtingy kom-
binacijy skaiciy, loSiant kauleliais.

XVII a. kombinatorikos klausimus teoriskai pradéjo nagrinéti pranciizy matemati-
kai B. Paskalis (1623 — 1662) ir P. Ferma (1601 — 1665). Tolimesné kombinatorikos raida
susijusi su J. Bernulio (1654 — 1705), G. Leibnico (1646 — 1716), L. Oilerio (1707 — 1783)
vardais. Taciau ir jy darbuose vyrauja kombinatorikos taikymai jvairiems zaidimams.

Pastaruoju metu kombinatorikos metodai taikomi tikimybiy teorijoje, matematiné-

je statistikoje, tiesiniame programavime ir kitose srityse.

1. Bendrieji kombinatorikos désniai

Kombinatorikos uzdaviniai jvairis, bet dauguma sprendziami remiantis dviem
pagrindinémis taisyklémis.

1._Kombinatorin¢ sudéties taisyklé. DaZnai nagrin¢jamas kombinacijas galima

suskirstyti | keleta grupiy taip, kad kombinacija galima priskirti tik vienai grupei. Aisku, kad
norédami gauti bendrg kombinacijy skaiciy, turime sudéti visy grupiy kombinacijy skaicius.
Sis teiginys vadinamas sudéties taisykle ir trumpai formuluojamas taip:

Jei objektui A parinkti yra a biidy, o objektui B parinkti yra 8 buduy, tai pasirinkti

arba A, arba B yra a« + B budu.

Taikant sudéties taisykle, reikia zitréti, kad né vienas objekto A pasirinkimo ba-
das nesutapty su kokiu nors objekto B pasirinkimo biidu, t. y., kad né viena kombinacija nepa-
tekty i dvi grupes.

1 pavyzdys. Viename krepSelyje yra 10 skirtingy obuoliy, kitame krepSelyje — 6

skirtingos kriausés. Keliais biidais galima pasirinkti vieng vaisiy?



Sprendimas. Pasirinkti 1 obuolj galima 10 biidy, pasirinkti 1 kriau$e galima 6 ba-
dais. 1 vaisiy (obuolj arba kriaus¢) galima pasirinkti 10 + 6 = 16 budy.

2 pavyzdys. Senelé kaime uzaugino 12 visty, 10 Zasy ir 8 antis. Vieng pauksty nu-
taré padovanoti j svecius atvaziavusiai aniikei. Kiek yra biidy parinkti vieng paukstj?

Sprendimas. 1 vistg parinkti galima 12 biidy, parinkti 1 Zgsj galima 10 bidy, o pa-
rinkti 1 antj galima 8 biidais. Pagal sudéties taisykle, vieng paukstj (arba vista, arba Zasj, arba

antj) galima parinkti 12 + 10 + 8 = 30 budy.

UzZdaviniai

1. Mokyklos bufete yra 4 rusiy bandeliy ir 5 rGsiy pyragaic¢iy. Mergaité nori nusi-
pirkti arba bandele, arba pyragaiti. Kiek pasirinkimo galimybiy turi mergaite?

2.  Berniukas turi 12 raudony baliony, 10 Zaliy ir 8 mélynus. Vieng baliong nori pa-
dovanoti draugui. Keliais btidais berniukas gali parinkti dovang?

3. Andrius turi 20 skirtingy pasto zenkly, Jonas 40% daugiau, negu Andrius, o0 Pet-
ras 50% daugiau, negu Jonas. Berniukai nutaré¢ viena Zenkla parduoti. Keliais biidais jie gali

18rinkti pardavimui skiriamg zenklg?

2. Kombinatoriné daugybos taisyklé. Sudarant kombinacijas 1§ dviejy elementy,

paprastai Zinome, keliais biidais galima pasirinkti pirmajj elements ir keliais — antrajj elemen-
tg. Be to, antrojo elemento pasirinkimo skai¢ius nepriklauso nuo to, kaip buvo pasirinktas
pirmasis elementas. Sakykime, kad pirmajj elementa gal¢jome pasirinkti a biidy, o antrajj
biidy. Tada ty elementy porg galima pasirinkti « -  biidy. Sig taisykle trumpiau galima pasa-
kyti taip:

Jei objektui A pasirinkti yra « btidy, o po kiekvieno tokio pasirinkimo objekta B

galima pasirinkti £ budu, tai pora (A, B) galima pasirinkti & - £ budais.

Sia taisykle galima taikyti, kai renkami trys arba daugiau objekty.

1 pavyzdys. Duoti skaitmenys 1, 2, 3, 4. Kiek i$ jy galima sudaryti dvizenkliy
skaiCiy su skirtingais skaitmenimis?

Sprendimas. Pirmgjj skaitmen]j galima pasirinkti 4 biidais (galima paimti bet kurj
1§ 4 duotyjy skaitmeny). Antrajj skaitmenj galima pasirinkti 3 biidais ( galima pasirinkti bet
kurj i§ 3 po pirmojo pasirinkimo likusiy skaitmeny). Pagal daugybos taisykle dvizenkliui

skaiciui sudaryti yra 4 - 3 =12 biidy.



2 pavyzdys. Kiek skirtingy trizenkliy skai¢iy su skirtingais skaitmenimis galima
sudaryti i§ skaitmeny 0, 1, 2, 3, 4?

Sprendimas. Pirmajj skaitmenj galima pasirinkti 4 buidais (galima paimti bet kurj
1§ skaitmeny, iSskyrus 0). Antrgjj skaitmen;j galima pasirinkti 4 biidais (galima paimti bet kurj
18 likusiy skaitmeny, tame skaiciuje ir 0). TreCigjj skaitmenj galima pasirinkti 3 biidais. Pagal
daugybos taisykle trizenklj skai¢iy galima sudaryti 4 - 4 - 3 = 48 budais.

3 pavyzdys. Kiek skirtingy keturzenkliy skaiciy su skirtingais skaitmenimis ir da-
liy i§ 5 galima sudaryti i§ skaitmeny 1, 2, 3, 5?

Sprendimas. Keturzenklis skaicius turi buti dalus i§ 5, todél jo gale gali buti tik
skaiCius 5. Lieka parinkti pirmuosius 3 skaitmenis. Pirmajj skaitmenj galime parinkti 3 bii-
dais, antrajj — 2 biidais, trecigji — 1 budu. Pagal daugybos taisykle tris pirmuosius skaitmenis
galima pasirinkti 3 - 2 - 1 = 6 budais, todél gausime 6 keturzenklius skaicius, kuriy gale yra

skaitmuo 5.

UzZdaviniai

4.  Klas¢je yra 25 mokiniai. Reikia iSrinkti seniiing ir jo pavaduotoja. Kiek gali biti
skirtingy rinkimy rezultaty?

5. Kiek skirtingy trizenkliy skai¢iy su skirtingais skaitmenimis galima sudaryti i$
skaitmeny 1, 2, 3, 4, 5?

6. Kiek galima paraSyti natiiraliyjy skaiciy, kuriy kiekvienas biity parasytas trimis
skirtingais skaitmenimis?

7. Pirmadienio tvarkarastyje yra 6 skirtingy dalyky pamokos. Kiek galima sudaryti

skirtingy tos dienos pamoky tvarkarasciy?

3._Skaiciaus faktorialas. Visy natiraliyjy skai¢iy sandauga nuo 1 iki n Zymima simboliu n!

(skaitoma: ,,en faktorialas®).
n'=1-2-3-...-n.
Susitarta laikyti, kad 0! = 1. I§ tikryjy: n! = n - (n — 1)! Si lygybé turi bati teisinga,
kain=1,t.y.,kadbuty 1! =1- (1 -1)! Todél 0! =1.
Pavyzdziui, 2! =1-2=2,31=1-2-3=6,5'=1-2 -3-4-5=120.



2. Gretiniai

Duoti skaitmenys 1, 2, 3. Sudarykime visus galimus dvizenklius skaicius su skir-
tingais skaitmenimis:

12, 13, 23,
21,31, 32

Gavome 6 junginius — dvizenklius skaicius. Skirtingi junginiai vienas nuo kito
skiriasi arba padiais elementais, arba jy iSdéstymo tvarka. Tokius junginius vadiname greti-
niais is$ 3 elementy po 2.

Du skirtingi gretiniai skiriasi vienas nuo kito arba paciais elementais, arba jy is-
déstymo tvarka. Pavyzdziui, ab ir ba yra skirtingi gretiniai.

Apibrézimas. Gretiniais i$ n elementy po k vadinami tokie junginiai, kuriy kiek-
vienas turi k elementy, parinkty i§ n elementy, ir kurie vienas nuo kito skiriasi arba elemen-
tais, arba jy eile.

Gretiniy skai¢ius i§ n elementy, paimty po k elementy, Zymimas AX (k < n,k €
N). A yra pirmoji raidé pranciiziS$ko Zodzio ,,arrangement*, kuris rei$kia iSdéstyma, sutvarky-
ma.

Teorema. Gretiniy skai€ius apskaiciuojamas pagal formule

Ak =n(n-1n-2)..n—k+1) (1)

[rodymas. I n elementy reikia sudaryti gretinius po k elementy.

Pirmajj elementg galime iSsirinkti n biidy, nes galima paimti bet kurj i§ n duotyjy
elementy. Lieka (n — 1) elementas.

Antrajj elementg galima isrinkti (n — 1) budy. Lieka (n — 2) elementai.

Treciaji elementg galima iSrinkti (n — 2) budy.

Paskutinjjj k-tgji elementg galima iSrinkti (n — k + 1) btdy, nes pries tai jau buvo
iSrinktas (K — 1) elementas, t. y. buvo likg n — (k— 1) = n—k + 1 elementy.
Pagal daugybos taisykle k elementy i§ n elementy galima iSrinkti n-(n — 1)-(n — 2)-
.. (n—k+ 1) budy, t. y.
Ak =nn—-1)(n-2).n—k+1).
(1) formulés skaitiklj ir vardiklj padauging i$ (n — k)!, gauname kitg gretiniy skai-

¢iaus formule:

k _ n!
An - (n—k)! (2)



13 tikryjy
n!  12-..(n—-k)-(n-k+1)-..n

eursThe ) =n-(n—-1)-..-(n—k+1).

Susitarta laikyti, kad A = 1, A% = 1, nes remiantis (2) formule, gauname:

o_ O _ o _1_ o_ . m__nl_
0_(0—0)!_0!_1_1’An_(n—0)!_n!_1

A

1 pavyzdys. Isspreskime lygtj 242 = A3,
Lygtis apibrézta, kai x > 3,x € N.

2X(x —1) = x(x — 1)(x — 2);

2=X-2;
X=4.
Ats.: 4.

2 pavyzdys. I$spreskime nelygybe A¥73 < AX™1.
Nelygybé apibrézta, kai x > 2,x € N. Pritaike (2) formule, gauname

(x+1)! x!,
3! 10
6
x < 5.

Atsizvelgdami j apibréZimo sritj, gauname: X =2, X = 3, X = 4.

3 pavyzdys. Apskai¢iuokite, kiek galima sudaryti natiiraliyjy skaiiy, i§ kuriy
kiekvienas buty paraSytas 3 skirtingais skaitmenimis.

I§ 10 skaitmeny 0, 1, 2, 3, ..., 9 galima sudaryti A3, gretinius. I3 Sio skai¢iaus rei-
kia atimti tuos gretinius, kurie prasideda skaitmeniu 0. Tokiy gretiniy bus tiek, kiek gretiniy
po 2 skaitmenis galima sudaryti i$ skaitmeny 1, 2, 3, ..., 9, t. y. A3.

Vadinasi, ieSkomasis skaicius yra A3, — A3 = 648.

II biidas. Pirmajj skaitmen;j galima parinkti 9 biidais (negalima imti 0).

Antrgjj skaitmen] galima parinkti 9 biidais, nes galima paimti bet kurj i$ likusiy
skaitmeny, tame skaiciuje ir 0.

Trecigj] skaitmen;j galima parinkti 8 budais. Pagal daugybos taisykl¢ gauname: 9 -
9-8=0648.



UzZdaviniai

8.  Klas¢je 20 mokiniy. Reikia iSrinkti seniling ir jo pavaduotoja. Keliais budais tai
galima padaryti?

9. Klas¢je déstoma 12 dalyky. Kasdien biina po 6 skirtingas pamokas. Kiek skirtingy
vienos dienos tvarkaras¢iy galima sudaryti?

10. 25 abiturientai apsikeité nuotraukomis. Kiekvienas padovanojo savo nuotrauka
kiekvienam klasés draugui. Kiek buvo panaudota nuotrauky?

11. 20 mokiniy i8 ryto pasisveikino paspausdami vienas kitam rankg. Kiek buvo ranky
paspaudimy?

12. Kiek skirtingy trizenkliy skaiCiy su skirtingais skaitmenimis galima sudaryti i$
skaitmeny 1, 2, 3, 4, 57

13. Keliais budais galima sudaryti trispalve véliava, turint 7 skirtingy spalvy audek-
lus, jei visos spalvos turi buti skirtingos?

14. Kiek lyginiy keturzenkliy skai¢iy su skirtingais skaitmenimis galima sudaryti i§
skaitmeny 1, 3, 5, 7, 8?

15. Kiek skirtingy nattiraliyjy skaiciy galima sudaryti i$ skaitmeny 1, 2, 3, 4, 5 jy ne-
kartojant?

16. Kiek skirtingy trizenkliy skai¢iy galima sudaryti i§ skaitmeny 0, 1, 2, 3, 4 jy ne-
kartojant?

17. Kiek skirtingy nattiraliyjy skaiciy galima sudaryti i§ skaitmeny 0, 1, 2, 3, 4 jy ne-
kartojant?

18. Keliais buidais galima sudaryti trispalve véliava, turint 5 skirtingy spalvy audek-
lus, jei viena juosta turi biiti zalia?

19. Kiek nelyginiy keturzenkliy skaiciy su skirtingais skaitmenimis galima sudaryti i§
skaitmeny 1, 8, 9, 4? Kiek lyginiy?

20. *Apskaiciuokite sumg tokiy trizenkliy skaiciy, kuriuos galima parasyti skaitme-
nimis 2, 3, 5, jy nekartojant.

21. Isspreskite lygtj: 2A%73 = AX~2,

22. I8spreskite nelygybe: Afgt > %A’fo.

S0+4%0

23.  Apskaiciuokite: 22555

20
24. Raskite funkcijos f(x) = A¥Z3 reik$miy aibe.
25. Isspreskite lygtis: a) A3, = 14 - A3; b) A3, = 15- 43,..

Ax+A3
A3

26. ISspreskite lygtis: a) ;—3 = 1—12; b)

=13.

10



3. Kéliniai

Sudare visus trizenklius skaicius i$ skaitmeny 1, 2, 3, jy nekartodami, gauname:
123, 132, 213, 231, 312, 321.

Turime junginius, sudarytus i§ duotyjy 3 elementy, parinkty po 3. Sie junginiai
sudaryti i§ ty paciy elementy, o skiriasi tik ty elementy tvarka. Tokius junginius vadiname
kéliniais.

Apibrézimas. Gretiniai i$ n elementy po n vadinami kéliniais i$ n elementy.

Kéliniy skai¢ius zymimas B,.

Skirtingi kéliniai sudaryti i§ ty paciy elementy ir vienas nuo kito skiriasi tik ele-
menty eile.

Teorema. Kéliniy i$ n elementy skaicius lygus n!

Remiantis gretiniy skaic¢iaus formule (2),

n! n!' n!
—_—_— e —— |
(n—-n) 0o 1 n

P yra pirmoji pranciizy kalbos Zodzio ,,permutation® raid¢, §is zodis reiskia persta-

P, =A% =

3.

Pavyzdziui, Py, =5!=1-2-3-4-5 =120, Pg = 6! = 720.

1 pavyzdys. Kiek galima sudaryti skirtingy penkiazenkliy skaiciy i§ skaitmeny 0,
1, 2, 3, 4, jy nekartojant?

Sprendimas. I§ 5 skaitmeny galima sudaryti Ps kélinius. I$ Sio skaiciaus reikia at-
imti skai€iy kéliniy, kurie prasideda 0. Tokiy kéliniy bus tiek, kiek galima sudaryti kéliniy 18
skaitmeny 1, 2, 3, 4, t. y., P,. Vadinasi ieSkomasis skaicius yra Ps — P, = 96.

2*pavyzdys. Apskaic¢iuokime sumg tokiy keturzenkliy skai¢iy, kurivos galime pa-
raSyti perstatinédami skaitmenis 1, 2, 3, 4.

Sprendimas. Sakykime, kad keturzenklio skai¢iaus gale yra 4. PrieS jj esancius 3
skaitmenis galima perstatyti P; = 6 budais, todél turésime 6 keturZenklius skaicius, kurie bai-
giasi skaitmeniu 4. Tiek pat bus keturzenkliy skaiciy, kurie baigiasi skaitmenimis 1, 2, 3. Va-
dinasi, kiekvienas skaitmuo kiekviename skyriuje bus parasytas 6 kartus. Sudéj¢ pirmojo sky-
riaus skaitmenis, gauname 6 - (1 + 2 + 3 + 4) = 60, sudéj¢ antrojo skyriaus skaitmenis, gau-
name 600, tre¢iojo — 6000, ketvirtojo — 60000. Visy keturzenkliy skai¢iy suma lygi

60 + 600 + 6000 + 60000 = 66660.
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UzZdaviniai

52!

L 5I+6!
50!’

b) 5% ) 2%

=72;b)

27. Apskaiciuokite: a)

(n+2)!

n!

(n+1)!

28. ISspreskite lygtis: a) -

30;

) (2n)! _ 20n! | ) x! 12x!
2n=-3)!  @m-2)"" 7 (x=a) ~ (x-2)!

29. Keliais biidais suole galima susodinti 5 moksleivius?

30. Keliais biidais knygy lentynoje galima sustatyti 6 skirtingas knygas?

31. [ ekskursija vyksta 10 moksleiviy. Keliais biidais galima sudaryti ekskursanty sg-
rasa, jei tarp jy néra bendrapavardziy?

32. Duoti skaitmenys 1, 2, 3, 4, 5. Kiek galima sudaryti penkiazenkliy skai¢iy, kuriy
visi skaitmenys skirtingi ir dalijasi i§ 5?

33.  *Kiek yra devynzenkliy skai¢iy, kuriy visi skaitmenys skirtingi?

34. Duoti skaitmenys 1, 2, 3, 4, 5, 6. a) Kiek kéliniy prasideda skaitmeniu 5? b) Kiek
kéliniy prasideda skaitmenimis 45?

35. * Keliais budais suole galima susodinti 7 moksleivius, kad du i$ jy — Jonas ir And-
rius — sédéty greta? (Visy moksleiviy vardai skirtingi).

Nurodymas. Jong ir Andriy greta galima susodinti 2! Biuidais. Likusius 5 moksleivius
galima susodinti 5! Bady. Be to, Jono ir Andriaus duetg kity atzvilgiu galima pasodinti 6 vie-
tose.

36. * Knygy lentynoje yra 5 skirtingi algebros ir 3 skirtingi geometrijos vadovéliai.
Keliais budais juos galima sustatyti j eilg, kad vieno dalyko knygos biity greta?

ov e . Pk+1
37. Apskaiciuokite GomyaTT

38. Raskite x i§ lygties (x + 2)! = 132 - A% - P, _,.

4. Deriniai

Tarkime, kad i§ keturiy moksleiviy a, b, X, y reikia iSrinkti dviejy Zmoniy delega-
cija.
Aisku, kad delegacija bus skirtinga, jei skirsis bent vienu nariu. Parinkimo tvarka
¢ia nesvarbi. Todél galimos tokios delegacijos sudétys:
ab, ax, ay, bx, by, xy.
Turime junginius, kuriuose nesvarbi elementy parinkimo tvarka. Tokius junginius

vadiname deriniais.
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Apibrézimas. Deriniais i§ n elementy po k vadinami tokie junginiai, kuriy kiek-
vienas turi k elementy, parinkty i§ duotyjy n elementy, ir kurie vienas nuo kito skiriasi tik pa-
Ciais elementais.

Pavyzdziui, ab ir ba yra vienas ir tas pats derinys.

Deriniy skaiéiy i$ n elementy po k Zymime CX.

C yra pirmoji raidé pranciiziSko Zodzio ,,combinaison* — ,,derinys*.

Teorema. Deriniy i$ n po k skaicius apskai¢iuojamas pagal formule:

Crlf _ n-(n—1)-(n—’§!)-...-(n—k+1) (1)

[rodymas. Kiekvieng derinj, turintj k elementy, galima sutvarkyti k! bidais, per-
statant jo elementus. Gausime gretinius, kuriy bus k! karty daugiau negu deriniy. Vadinasi,

k! CkF = Ak 15 ¢ia

k _ AK _ n(n-1)-(n-2)-...(n—k+1)
Cn T .
k! k!
Pavyzdziui. Cf = 524 =10;C3, = 10;9'8 = 120.

(1) formuléje skaitiklj ir vardiklj padauging i$ (n — k)!, gausime kitg deriniy skai¢iaus formu-

le:

k _ n!
Cn = k!l(n—k)! (2)

Susitarta laikyti, kad €2 = 1 ir ¢J = 1, nes remiantis (2) formule, turime:

0 _ n! _ Tl_' _ . 0 _ 0! _ i _

n T o(n—-0)  1m! ' Co = 0l(0-0)! ~ 11 1.
Pagrindiné deriniy savybé:

Cy=Cp™ (3)
[rodymas. Remiantis (2) formule, turime:
k _ n! . -k _ n! _ n!

Cn = k!(n—k)! " = (n—-k)!(n-n+k)! ~ (n—-k)k!'
I§ &ia CF = Pk,
(3) formulg patogu taikyti, kai k > %n Pavyzdziui,

G280 = C1987°° = Chon = 57 = 4950,
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Pavyzdziai.

1. Kiek jstrizainiy turi i8kilusis SeSiakampis?

Sprendimas. 2 i 6 tasky tarpusavyje galima sujungti CZ biidy. I§ $io skaiciaus at-
éme krastiniy skai¢iy 6, gausime jstrizainiy skai¢iy: CZ2 — 6 = 9.

2. Klas¢je 12 berniuky ir 8 mergaités. Reikia iSrinkti 5 moksleiviy delegacija, |
kurig jeity 3 berniukai ir 2 mergaités. Kiek gali biiti skirtingy delegacijy sudéciy?

Sprendimas. Berniukams parinkti yra C;, biidy, o mergaitéms — C2 biidy. Remian-
tis daugybos taisykle, delegacijy skaicius lygus C3, - CZ = 6160.

3. * Jokios trys iskiliojo dvylikakampio jstrizainés nesikerta viename taSke. Ras-
kite jo jstrizainiy susikirtimo tasky skaiciy.

Sprendimas. Nubrézkime keturkampj. Dvi jo jstrizainés susikerta tik viename tas-
ke. Todél jstrizainiy susikirtimo tasky bus tiek, kiek galima sudaryti keturkampiy, t. y.
Cl, = 495.

4. * 18 36 korty kaladés, kurioje yra 4 tiizai, iStrauktos 6 kortos:

a) keliais atvejais tarp jy bus vienas tiizas?

b) Keliais atvejais tarp jy bus bent vienas tiizas?

) Keliais atvejais tarp jy bus du tiizai?

d) Keliais atvejais tarp jy bus bent du tiizai?

e) Keliais atvejais tarp jy bus trys tiizai?

f) Keliais atvejais tarp jy bus keturi tiizai?

Sprendimas.

a) Vieng tliza galima pasirinkti C; biidais. Dar reikia pasirinkti 5 kortas, tarp ku-
riy nebiity né vieno tiizo. Jas galima pasirinkti C3, biidy. Remiantis kombinatorine daugybos
taisykle, vienas tiizas bus CJ - C3, atvejais.

b) 6 kortoms i§ 36 paimti yra C$; bidy. I§ Sio skaiGiaus reikia atimti varianty
skai¢iy, kai néra né vieno tizo, t. y. C%,.

Ats.: C5, — CS,.

C) 2 tiizams parinkti yra C? biidy. Triikstamas 4 kortas galima parinktiC5, biidy.
Remiantis kombinatoring daugybos taisykle, du tiizai bus CZ - C3, atvejais.

d) 6 kortas i§ 36 galima parinkti C3, biidy. I3 $io skaiiaus reikia atimti skai¢iy va-
rianty, kai néra né vieno tiizo C2, ir atimti skai¢iy varianty, kai yra tik vienas tiizas Cj - C3,.

Ats.: CS — CS, — C - C3,.

e) Ats.: C3 - C3,.

f) Ats.: Cf - C%,.
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5. * Sokiy ratelj lanko 7 mergaités ir 5 berniukai. Keliais badais i3 ju galima su-
daryti 4 Sokéjy poras?

Sprendimas. 4 mergaites galima parinkti C4 biidy. Kai mergaités jau parinktos,
yra svarbi berniuky parinkimo tvarka, todél juos galima parinkti A2 biidy. Remiantis kombi-
natorine daugybos taisykle, 4 $okéjy poroms sudaryti yra C+ - Az bidy.

Galima i§ pradziy C< biidais parinkti 4 berniukus. Po to svarbi bus mergaiciy pa-
rinkimo tvarka, todél jas galésime parinkti A5 biidais. Vadinasi, 4 Zokéjy poras galima sudary-

ti C;‘ -A‘é = Cé -A‘7L budy.
UzZdaviniai

39. Apskaiciuokite: a) Ci7; b) €38 ¢) €& + C2.
40. Isspreskite lygtis: a) 3C3, 1 = 5C5,_4;b) C3 = %C,?H; C) C¥_1:C3 1 =09:17.

41. I3spreskite nelygybes: C2 < C; b) C2 < C3;¢) C5 < CL,.

; o €7 = 66;
42. I3spreskite lygCiy sistemg: § y+2
Cy; =C; ",

43. Klaséje 20 mokiniy. Reikia i$rinkti 2 budin¢iuosius. Keliais buidais tai galima pa-
daryti?

44. Saskiy turnyre dalyvauja 12 moksleiviy. Kiekvienas suzais su kiekvienu po vieng
partija. Kiek bus suzaista partijy?

45.  Sachmaty turnyre kiekvienas dalyvis suzaidé su kiekvienu po vieng partija. I§ viso
buvo suzaista 210 partijy. Kiek Sachmatininky dalyvavo turnyre?

46. IS 10 skirtingy géliy ziedy reikia sudaryti 3 ziedy puokste. Kiek skirtingy puoks-
¢iy galima sudaryti?

47. Kiek jstrizainiy turi iSkilusis 10-kampis?

48. * Keliuose taskuose susikerta iSkiliojo 10-kampio jstrizainés, jei Zinoma, kad vie-
name taske susikerta tik 2 jstrizainés?

49. Kiek gaunama lygiagretainiy perkirtus 5 lygiagrecias tieses vienos krypties 4 ly-
giagreCiomis tiesémis kitos krypties?

50. Onute turi 7 skirtingas matematikos knygas, o Jonas 5 skirtingas fizikos knygas.
Keliais budais jie gali pasikeisti po 3 knygas?

51. Dézéje yra 50 loterijos biliety, 18§ kuriy 5 laimingi. IStraukti 7 bilietai. Keliais atve-
jais tarp jy bus 2 laimingi bilietai?

52. Deéz¢je yra 20 detaliy, tarp kuriy 3 nestandartinés. Paimtos 5 detalés. Keliais atve-

jais tarp paimtyjy detaliy yra bent viena nestandarting?
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53. Klas¢je 8 berniukai ir 12 mergaiciy. Reikia sudaryti delegacija, j kurig jeity 2 ber-
niukai ir 3 mergaités. Kiek skirtingy delegacijy galima sudaryti?

54. * 36 korty kaladéje yra 4 karaliai. IStrauktos 5 kortos. Keliais atvejais tarp jy bus
du karaliai?

55.  * 36 korty kaladéje yra 4 karaliai. IStrauktos 5 kortos. Keliais atvejais tarp jy bus
bent du karaliai?

56. Matematikos egzaminui parinkti 20teoriniy klausimy ir 25 uzdaviniai. Kiek skir-
tingy biliety galima sudaryti, jei ] egzamino bilietg nutarta jtraukti 2 teorinius klausimus ir 3
uzdavinius?

57. Plokstumoje duota n tasky, i§ kuriy jokie 3 taskai néra vienoje tieséje, iSskyrus k
tasky, esan¢iy vienoje ties¢je. Keliomis tiesémis galima sujungti taskus?

58. * I§ 2 deputaty ir § teisininky reikia sudaryti 5 Zmoniy komisijg. Keliais budais

galima sudaryti komisija, jei j jg turi jeiti bent vienas deputatas?

5. Junginiai su pasikartojimais

1. K¢liniai su pasikartojimais. ISnagrin¢kime tokius pavyzdzius.

1 pavyzdys. Kiek gausime skirtingy zZodziy perstatydami raides Zodyje ,,matema-
tika“?

Sprendimas. Siame Zodyje 10 raidziy. Jei visos raidés bty skirtingos, tai i3 jy bi-
ty galima sudaryti 10! skirtingy Zodziy. Taciau ne visi kéliniai sudaro naujus zodzius. Aisku,
kad sukeite raides m, o taip pat a ir t raides vietomis, naujo zodzio negausime. Vadinasi, turi-
me surasti skai¢iy kéliniy, sudaranciy tg pati zodi.

2 raides m tarpusavyje galima sukeisti 2! budais. 3 raides a tarpusavyje galima su-

keisti 3! budais. 2 raides t galima sukeisti 2! buidais. Pritaike daugybos taisykle, gauname, kad

kiekvienas naujas zodis kartosis 2! - 3! - 2! karty. Todél skirtingy zodziy skaiCius lygus 2!'13?2!.
Apskritai, jei yra duota n elementy a4, a,, ..., a,, i$ kuriy kiekvienas atitinkamai

gali kartotis a4, a,, ..., a, karty, tai skirtingy kéliniy, kuriuos galima sudaryti i§ duotyjy ele-

menty, skaicius lygus

!
Payagay) = ——— (1)

ail-ap!l-..ap!
Nepamirskime, kad a;+ a,+ ...+ a,=n.
2 pavyzdys. Kiek kéliniy galima sudaryti i§ zodZzio ,,ananasas" raidziy?

Sprendimas. Siuo atveju turime 4 raides a, 2 raides n, 2 raides s; i§ viso 8 raides.

Pagal (1) formule kéliniy skaitius lygus P52 = —— = 420.
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UzZdaviniai

59. Kiek galima gauti skirtingy zodziy, perstacius raides Zodyje ,.kakava“?

60. Kiek kéliniy galima sudaryti i§ zodzio ,,auksas® raidziy?

61. Keliai biidais galima sudéti knygy lentynoje 4 algebros ir 5 geometrijos knygas,
jei kiekvieno dalyko knygos nevienodos?

62. Kiek keliniy galima sudaryti 1§ zodzio ,.kava“ raidziy?

2. K¢liniai su neribotu pasikartojimy skai¢iumi. ISnagrinékime tokius pavyzdZzius.

1 pavyzdys. Kiek skirtingy dvizenkliy skai¢iy galime sudaryti i§ skaitmeny 1, 2, 3,
kai tas pats skaitmuo skaiciuje gali kartotis?

Sprendimas. Desim¢iy vietoje galima parasyti bet kurj duota skaitmenj. Kadangi
skaitmuo skaiciuje gali kartotis, tai skaitmenys renkami su grazinimu. ISrinkus deSimciy
skaitmenj, vienety vietoje galima rasyti vél bet kurj skaitmenj. Vadinasi, deSim¢iy vietoje ga-
lima rasyti 3 skaitmenis, vienety vietoje taip pat 3 skaitmenis. Pagal daugybos taisykle gau-
name 3 - 3 = 32 = 9 skirtingy dvizenkliy skaiiy.

2 pavyzdys. Kiek skirtingy keturzenkliy skaiciy galima sudaryti i$ skaitmeny 1, 3,
5?

Sprendimas. Vienety, desim¢iy, $imty ir tiikstanciy vietoje galima paraSyti bet ku-
1] 1§ duotyjy skaitmeny. Vadinasi, vienety skaitmeniui parinkti yra 3 biidai, desSim¢iy skaitme-
niui — 3 budai, Simty skaitmeniui — 3 budai, tukstan¢iy skaitmeniui — 3 budai. Pagal daugybos
taisykle gauname 3 - 3 - 3 - 3 = 3* = 81 skirtingg keturzenklj skaiciy.

Kéliniy su pasikartojimais i§ n elementy po k skai¢ius zymimas P¥ arba AX.

Remdamiesi iSnagrinétais pavyzdziais, galime padaryti iSvada, kad kéliniy su pa-
sikartojimais 1§ n elementy po k skaicius apskai¢iuojamas pagal formule

Pk =nk (2)
Kadangi elementai renkami su grazinimu, tai junginio skai¢ius k gali bti kiek no-

rima didelis ir didesnis uz n.

Uzdaviniai

63. Kiek keturZenkliy skai€iy galima sudaryti i§ skaitmeny 1, 2, 3, 4, 5, jei skaitmenys
gali kartotis?

64. Kiek penkiazenkliy skai¢iy galima sudaryti 1§ skaitmeny 1, 2, 3, jei skaitmenys
gali kartotis?
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65. Moneta metama 10 karty. Kiek gausime skirtingy herbo ir skaiciaus iskritimo
kombinacijy?

66. Buto viduje yra 8 durys. Kiekvienos durys gali biiti uzdarytos arba atidarytos.
Kiek yra skirtingy padéciy, kuriose gali buti visos durys?

67. Kiek galima paraSyti SeSiazenkliy skai¢iy su nelyginiais skaitmenimis, jei kiek-

vienas skaitmuo gali kartotis?

3. Deriniai su pasikartojimais.* Deriniai i§ n elementy po k elementy su pasikarto-

jimais apskaic¢iuojami pagal formulg:

Cr = (kn!::—_f))!! D
arba
C_',’f = Cr]f+k—1 (2)
Siy formuliy jrodyma praleidziame. Sprendziant uzdavinius patogu remtis (2)
formule.

Pavyzdziai.

1. Kioske yra 6 skirtingy rasiy atviruky. Keliais skirtingais budais galima nusi-
pirkti 10 atviruky rinkinj?

Sprendimas. C2° = Ci8,¢_, = Cid = % = 3003.

2. Mokyklos bufete yra 4 rusiy pyragai¢iy. Keliais skirtingais biidais galima nu-
sipirkti 6 pyragaicius?

Sprendimas. C2 = C$ = C5 = 84.

3. Turime neribotg kiekj monety po 1, 2 ir 5 centus. Keliais bidais galima parink-
ti 10 monety?

Sprendimas. C1° = C1? = CZ, = 66.

UZdaviniai

68. Apskaiciuokite: a) C1°; b) C32); ¢) C1° + C2°.

69. Dovanoms reikia nupirkti 20 knygy. Knygyne yra 5 rtsiy knygy. Keliais skirtin-
gais biidais gali biiti parinktos dovanoms skirtos knygos?

70. Darzoviy parduotuvéje yra 10 rusiy vaisiy. Keliais budais galima nusipirkti 12
vaisiy?

71. Turime 10 vienody matematikos knygy. Keliais budais jas galima isdalinti 12

moksleiviy?
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6. Niutono formulé

1. Skai¢iai C¥ pasizymi jdomiomis ir svarbiomis savybémis. Viena i§ jy jau turé-
jome: Ck = crk,

Irodysime antrgjg savybg:

CAt' +Cf = Cyftik<n. (1)
. . .o oy k _ n!
Remdamiesi deriniy skaic¢iaus formule C; = pTETSY
gauname:
k+1 kK _ n! n! _ n! A SR T n! . n+1 _
G+ Cn = (k+1)!(n—k—-1)! T kl(n-k)!  k!(n—k—1)! (k+1 n—k) T k(n-k-1)! (k+1)(n—-k)
(n+1)!
(k+1)!(n-Kk)"
ck+1 — (n+1)! _ (n+1)!
L 7 et D)I(nt+1-k-1)! | (k+D)(n-k)!

I§ gia CKH1 + ¢k = ckfL

2. Paskalio trikampis. (B. Paskalis (1623 — 1662) pranciizy fizikas ir matemati-

kas). Remiantis (1) formule, galima uzrasyti C¥ reikmiy lentele, kuri vadinama Paskalio tri-

kampiu:
n=0 1
n=1 11
n=2 121
n=3 1331
n=4 146 41
n=>5 15101051
n==6 1615201561

Lentelé sudaryta taip. Pirmas ir paskutinis kiekvienos eilutés elementas yra lygus
1, nes C2 = CI = 1. Kiti eilutés elementai apskai¢iuojami remiantis (1) formule: kiekvienas
ju lygus skaiciy, esanciy virs jo kairéje ir desinéje, sumai. Pavyzdziui, 6-toji eiluté i§ 5-0Si0S

gaunama taip:

'_/_\'_-r’./“\r:.f_\’/l-\\f_\.a/ \,;,-_’/_\-_
Lo Lol

1 5 10 10 e -

3. Niutono binomas. Skai¢iai, esantys antroje (n = 2) ir tre¢ioje (n = 3) Paskalio

trikampio eilutése, gaunami dvinarj (binoma) a + b pakélus kvadratu ir kubu. Pavyzdziui,
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(a + b)? = a® + 2ab + b?,
(a + b)® = a® + 3a?b + 3ab? + b3.
Sias formules galima uZradyti Sitaip:
(a+b)? =Cla? + Ciab + C2b?,
(a+b)3 =C2a® + Cla®b + C2ab? + C3b3.
Kyla naturali i§vada, kad bet kuriam n € N yra teisinga formulé
(a+b)*=Cla™ + Cla™ b + -+ Cka™ *bk + --- + CD™. (2)
Sios formulés teisinguma jrodysime matematinés indukcijos metodu. Kai n = 1,
(2) formulé atrodo taip:
(a+b)=Cla+Clb=a+b,nesC =Ci =1.
Tarkime, kad (2) formulé teisinga, kain =m, t. y.
(a+b)™ =Cla™+ Cha™ b + -+ Cka™ kb + ... + CH™,
Norédami jrodyti, kad formulé teisinga, kai n = m + 1, abi lygybés puses padaugi-
name i$ (a + b). Gauname:
(a +b)™? = (Clha™ + CLa™ b + -+ CEa™ *b* + -+ C*h™)(a + b) =
=Cla™t + Clab + -+ CEa™ bk + . + CMab™ + Ca™b + Cha™ 1bh? +
+ o4+ CEa™ kpktl 4 ... 4 g™
= Ca™ + (CO + CL)a™b + -+ (CK + ck~YyamKk+ipk 4 ... 4 cp™FL,
Kadangi, C%, = C2,, =1,C" =cmil =1, ck + ¢k = ck |, tai
(a+b)™t =l a™t + CLa™b + -+ CK a™t I kpk + . 4 cIVELpMAL
Vadinasi, jeigu (2) formulé yra teisinga, kai n = m, tai ji teisinga ir kain=m + 1,
Kadangi, ji yra teisinga, kai n = 1, tai, remiantis matematinés indukcijos principu, ji teisinga
visiemsn € N.
(2) formulé pavadinta Zymaus angly fiziko ir matematiko I. Niutono vardu, nors ji
buvo zinoma zymiai anks¢iau. Niutono nuopelnas toks, kad jis(2) formule apibendrino ir pri-

taike, kai n trupmeninis skaicius.

Desinioji (2) formulés dalis vadinama binomo laipsnio déstiniu. Koeficientai C¥

vadinami binominiais koeficientais.
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4. Niutono formulés savybés. ISvardysime biidingas Niutono formulé savybes:

1) desingje Niutono formulés dalyje yra n + 1 démuo;

2) kiekvienas démuo yra C¥a™ *b* pavidalo. Démuo C¥a™ *b* yra (k + 1)-oje
vietoje, todél formulé

Tisq = Cla™ kpk
vadinama (k + 1)-ojo nario formule. Ji placiai taikoma sprendziant uzdavinius;

3) visy binominiy koeficienty suma lygi 2". I§ tikryjy, (2) formuléje jras¢ a =b =

=1, gauname
2r=c0+Cct+---+Cl,

4) kiekvieno déstinio nario a laipsnio rodiklis yra vienetu mazesnis, negu pirmes-
niojo, o b laipsnio rodiklis — vienetu didesnis. Bet kuriame naryje a ir b laipsniy rodikliy suma
lygi n;

5) déstinio binominiai koeficientai yra Paskalio trikampio n-tosios eilutés skaiciai;

6) déstinio binominiai koeficientai, vienodai nutol¢ nuo pirmojo ir paskutiniojo
nario, yra lygiis, nes C¥ = C*;

7) norint gauti sekancio nario koeficienta, pakanka padauginti pirmesnio uz jj na-
rio koeficientg i§ to nario a rodiklio ir padalyti 1§ pirmesniyjy nariy skaiciaus;

8) (2) formuléje vietoj b jras¢ —b, gauname

(a—b)"=Cla" — CLta™ b + -+ — (=D*Cka™kp* + ... (=1)"b".

Vadinasi + ir — Zenklai eina pakaitomis.

Pavyzdziai.

1. (x+a)% = x5+ Cox*a + Cix3a% + Cix%ad + Cixa* + a5 =

= x° + 5ax* + 10a?x3 + 10a3x? + 5a*x + a°.

2. Rasime binomo laipsnio (i + x)lzdéstinio devintajj narj.

Sprendimas. Pritaike (K + 1)-ojo nario formule Ty, = CXa™*b¥, gauname
N

T... = (8 28 8 — 4 x—4x8 — 495x4
8+1 12 ve 12X X X"

X
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8 7
3. Raskime déstinio (a_3 +3 az) narj, neturintj a.

Sprendimas.  Tarkime, kad a neturi (k + 1)-asis narys.

k

X _g n—k 3
Tis1 = Cf (a 9) (\/az) .
Kadangi §is narys neturi a, tai
g\ n—k k
(a_g) (Va?2)" = a°
“n4+ik+ik=o.
9 9 3
JraSe n = 7, gauname, kad k = 4. Vadinasi, a neturi 5-asis narys.
n

4. * Binomo (\/E + ﬁ;) destinio pirmieji trys koeficientai sudaro aritmeting

progresija. Rasime visus racionaliuosius déstinio narius.

Sprendimas. Pirmieji trys déstinio nariai yra:
()i A M (R

Jy koeficientai 1, 2, n-D udaro aritmeting progresija, todél 1 + nmD) . %
I$ ¢ia gauname: n = 8, n = 1. Kai n = 1, déstinys neturi racionaliyjy nariy.
Kain =8, k+ 1 narys
8—k 1 1 8k k
T, = Ck \/; . =Ck=x2 4,
k+1 5 (Vx) R
k=0,1,23,4,5,6,7,8.
Kad narys bty racionalusis, bitina ir pakankama salyga: S%k - % = 16;3’( turi ba-
ti sveikasis skai¢ius. Todél k = 0; 4; 8. Vadinasi, racionalieji déstinio nariai yra x*, %x, 25;2.

UzZdaviniai
72. Raskite astuntajj déstinio (2x — 3)1° narj.

9
73.  Raskite ketvirtajj déstinio (% + %) nari.

. .. . . ) 1\° 1 12
74. Raskite déstinio narj, nepriklausantj nuo x: a) (x - ;) ; b) (; + \/E) .

2 n
75. Raskite laipsnio rodiklj n, jeigu binomo laipsnio (a§ + a‘l) déstinio penktasis
narys nepriklauso nuo a.
n
76. Raskite déstinio narj, kuriame nebiity x, jeigu binomo laipsnio (Zx + i) déstinio

binominiy koeficienty suma lygi 256.

77. Raskite didziausig daugianario narj: a) (0,5 + 0,5x)%; b) (0,1 + 0,9x)2.
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78. Raskite daugianario (1 + x2 + x3)? koeficientg prie x2.

79. * Raskite visus racionaliuosius déstinio (3/} — 3/})21 narius.

80. Daugianario (x + y)™ antrojo, tre¢iojo ir ketvirtojo nariy koeficientai sudaro arit-
meting progresijg. Raskite n.

81. *Raskite visus racionaliuosius daugianario (¥/x + W)zonarius.

82. * Daugianario (1 + x)™ penktojo, Sestojo ir septintojo nariy koeficientai sudaro

aritmetine progresija. Raskite n.
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Il skyrius

TIKIMYBIU TEORIJOS PRADMENYS

Tikimybiy teorija atsirado analizuojant azartiniuose loSimuose pasitaikancias situ-
acijas, rengiant rekomendacijas kauliuko zaidéjams.

Italas Paciolis (1445 — 1514) vienas pirmyjy pradéjo nagrinéti loSimo kauliukais
désningumus. Nagrinéjant azartinius loSimus, j tikimybiy teorijos kiiréjy gretas jsijungé pran-
clizai B. Paskalis (1623 — 1662), P. Ferma (1601 — 1665), olandas H. Hiuigensas (1629 —
1695).

Zymy vaidmenj, paverciant tikimybiy teorija matematiniy mokslu, suvaidino J.
Bernulis (1654 — 1705), A. Muavras (1667 — 1754), P. Laplasas (1749 — 1827), K. Gausas
(1777 — 1855), S. Puasonas (1781 — 1840), rusy matematikai P. CebySovas (1821 — 1894), A.
Markovas (1856 — 1922), A. Liapunovas (1857 — 1918), A. Kolmogorovas (1903 — 1987).

Tikimybiy teorijos kiir¢jy gretose garbinga vieta uzima ir lietuviai: J. Kubilius, V.

Statulevicius, B. Grigelionis ir kiti Lietuvos matematikai.

1. Pradinés tikimybiy teorijos savokos

1. Ivykis. Tikimybiy teorijoje jvykiais vadinami bandymo arba stebéjimo rezulta-
tai.

1 pavyzdys. Moneta metama vieng kartg — bandymas. Herbo ar skaiciaus pasiro-
dymas — galimi jo jvykiai.

2 pavyzdys. Tikrinama detalés kokybé — bandymas. Detalé standartiné arba nes-
tandartiné - galimi jo jvykiai.

2. Butinasis jvykis. Jvykis, kuris atlikus bandyma, visada jvyksta, vadinamas biiti-

nuoju jvykiu. Pavyzdziui, jei déZ¢je yra 5 balti rutuliai, tai jvykis — ,,iStrauktas 1§ déZés rutulys

— baltas* — yra butinasis jvykis.

3. Negalimasis jvykis. Jeigu atlikus bandyma jvykis niekada negali jvykti, tai jj
vadiname negalimuoju jvykiu. Pavyzdziui, metant loSimy kauliukg jvykis — ,atsiverté 7 aku-
tés* yra negalimasis jvykis.

4. Atsitiktinis jvykis. Atsitiktiniu jvykiu vadiname kiekvieng jvykj, kris atliekant

bandyma gali jvykti, bet gali ir nejvykti. Pavyzdziui, atliekamas bandymas — metama moneta.
Tai, kad atsiverté herbas, yra atsitiktinis jvykis, nes galéjo atsiversti ir skaiCius.
Atsitiktiniai jvykiai Zymimi raidémis A, B, C irt. t.
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5. Nesutaikomi jvykiai. Du jvykiai vadinami nesutaikomais, jei kiekvieng kartg at-

likus bandyma gali jvykti tik vienas i§ jy. Pavyzdziui, metant loSimy kauliuka, jvykiai A —
Latsiverte 2 akutés® ir B — ,atsiverté 6 akutés* yra nesutaikomi jvykiai. [vykius A4, 4y, ..., 4,
vadiname poromis nesutaikomais, jei bet kurie du i$ jy yra nesutaikomi.

6. Elementarusis jvykis. Kai kurie jvykiai susideda i§ atskiry ,,smulkesniy* jvykiy.

Tarkime, kad mus domina jvykis A — ,,atsiverté nelyginis aku¢iy skai¢ius®. Sis jvykis jvyks,
jei ivyks bent vienas i8 Siy jvykiy:
E;, — ,atsiverté viena akuté®,
E, — ,atsiverté trys akutés®,
E; — ,atsiverté penkios akutés®.
Ivykiai Eq, E,, E3 yra neskaidomi j ,,smulkesnius jvykius ir yra nesutaikomi, t. y.

negali jvykti kartu. Tokie neskaidomi jvykiai vadinami elementariaisiais jvykiais.

Bandymo visy elementariyjy jvykiy visuma vadinama elementariyjy jvykiy aibe.

Pavyzdziui, bandymo — metamas loSimo kauliukas — elementariaisiais jvykiais
laikysime Siuos SeSis jvykius:
E;, — ,atsiverté 1 akuté®, E, — ,,atsiverté 2 akutés®,
E; — ,atsiverte 3 akutés®, E, — ,,atsiverté 4 akutés®,
Es — ,atsiverte 5 akutés®, Eg — ,,atsiverté 6 akutés®.
Svarbu jsidémeéti, kad su bandymu susije elementarieji jvykiai yra poromis nesu-
taikomi ir vienas 1§ jy yra bitinasis jvykis.
Elementarieji jvykiai, kuriems jvykstant jvyksta ir mus dominantis jvykis A, vadi-
nami jvykiui A palankiais elementariaisiais jvykiais. PavyzdZiui, jei mus domina jvykis A —
»atsiverté nelyginis akuciy skaiCius®, tai palankis jvykiui A yra elementarieji jvykiai E;, E;,

Es.

UZdaviniai

83. Kaurie i$ $iy jvykiy yra biitinieji:

A — ,metus losimo kauliukg, atsiverté¢ maziau negu 7 akutés®,

B — ,,metus loSimo kauliuka, atsiverté 5 akutés®,

C — ,.atsitiktinai pasirinktas dvizenklis skai¢ius yra mazesnis uz 100%,
D — ,atsitiktinai pasirinktas dviZenklis skaiCius dalijasi i§ 5.

84. Nurodykite butinuosius ir negalimuosius jvykius:

A — ,,vieng karta metus loSimo kauliuka, atsiverté 7 akutés®,
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B — ,,du kartus metus loSimo kauliuka, atsivertusiy akuciy skai¢iy suma ne didesné uz

12¢,

C — , trizenklis skaicius, paraSytas skaitmenimis 1, 3, 7, dalijasi i$ 5°,

D — ,.trizenklis skaiCius, parasytas skaitmenimis 1, 2, 6, dalijasi i§ 9.

85. Kurie 1S Siy jvykiy yra negalimieji:

A — ,po dviejy $iiviy abu kartus pataikyta j taikinj*,

B — ,,po dviejy Stiviy i taikinj pataikytg 3 kartus®,

C — ,.trizenklis skaiCius, sudarytas i§ skaitmeny 1, 6, 9, dalijasi i§ 4%,

D — ,,metus monetg atsiverté ir herbas, ir skaicius®.

86. Ar sutaikomi jvykiai A ir B, kai:

A — ,atsitiktinai paimtas natiiralusis skaicius nuo 1 ik 100 dalijasi i§ 10%,

B — ,,atsitiktinai paimtas nattiralusis skai¢ius nuo 1 ik 100 dalijasi i§ 11°.

87. Dézéje yra 4 rutuliai, pazyméti skaiciais 1, 2, 3, 4. IS jos vienu metu iStraukiami 2
rutuliai:

1) uzrasykite visus elementariuosius jvykius, susijusius su §iuo bandymu;

2) kurie elementarieji jvykiai palankis jvykiui — ,,iStraukty rutuliy numeriai yra lyginiai
skaiciai®;

3) kurie elementarieji jvykiai palankds jvykiui — ,,iStraukty rutuliy numeriai yra nelygi-

niai skaiciai““?

2. Klasikinis jvykio tikimybés apibréZimas

1. Apibrézimas. [vykio A, susijusio su bandymu, kurio rezultatai yra vienodai ga-

limi, tikimybe vadiname elementariyjy jvykiy, palankiy A, ir visy elementariyjy jvykiy skai-
¢y santykj:
P(A) == (D
Cia P(A) jvykio A tikimyb¢ ir 0 < m < n.

2. I8vados 1§ apibrézimo:

1) butino jvykio tikimybé lygi vienetui. Jei A biitinas jvykis, tai m = n, todel
n .
P(A) = ~= 1;
2) negalimo jvykio tikimybé lygi nuliui. Negalimas jvykis nejvyksta n¢ viename
bandyme, todél m =0, ir

PM)z%zm
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3) Atsitiktinio jvykio tikimybé yra teigiamas skaiCius, mazesnis uz vienetg. Atsi-
tiktinis jvykis jvyksta ne visuose bandymo rezultatuose, tod¢l 0 < m < n. Padalij¢ Sios nelygy-
bés narius i3 n, gauname 0 < % < 1, todél

0<P)<1.

3. Uzdaviniy sprendimo pavyzdziai.

Jei jsitikinome, kad visi bandymo rezultatai yra vienodai galimi, tai atsitiktinio
jvykio tikimybe galima apskaiciuoti pagal (1) formulg.

1 pavyzdys. Metamas lo$imo kauliukas. Kokia tikimybé, kad iSkrito lyginis tasky
skaiCius?
Siuo atveju n = 6, m = 3 (galéjo iskristi 2, 4 arba 6 tagkai). Todél P(A) = Z =0,5.

2 pavyzdys. Matematikos knygoje yra 300 puslapiy. Kokia tikimybé, kad atsitik-

tinai atversto puslapio numeris yra skaicius 25 kartotinis?

Siuo atveju n = 300. Jei atversto puslapio skaiGius yra 25 kartotinis, tai
1 < 25k < 300, % < k <12, k € N. Vadinasi, m = 12. P(4) = % =0,04.

3 pavyzdys. I§ dézés, kurioje yra 5 brokuotos detalés ir 30 be defekty, atsitiktinai
paimtos 3 detalés. Kokia tikimybe, kad visos 3 detalés be defekty?

3 detales i8 35 galima iSrinkti C35 biidy. 3 detales i§ 30 nebrokuoty galima iSrinkti

3
C3, bdy. Todel, m= Cy, n = Cs ir P(A) = 222 ~0,62.

3
35
UZdaviniai

88. IS skaiciy eilés nuo 1 iki 30 atsitiktinai iSrinktas sveikasis skai¢ius. Kokia tikimy-
be, kad jis yra 30 daliklis?

89. Bilietai sunumeruoti nuo 1 iki 30. Atsitiktinai iStrauktas bilietas. Kokia tikimybé,
kad iStraukto bilieto numeris yra 3 kartotinis?

90. I8 dézes, kurioje yra 5 balti ir 4 raudoni rutuliai, atsitiktinai imamas vienas. Kokia
tikimybé, kad paimtas raudonas rutulys?

91. Metami 2 losimy kauliukai. Koks jvykis labiau tikétinas: tasky suma lygi 11, ar
tasky suma lygi 4?

92. Kokia tikimybe¢, kad i$ naujo 1994 mety kalendoriaus atsitiktinai iSpléstas lapelis
bus trisdeSimtosios dienos?

93. Kokia tikimybe¢, kad i§ naujo 1994 mety kalendoriaus atsitiktinai iSpléstas lapelis
bus 28-sios dienos?
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94. Kokia tikimybé, kad i§ naujo 1994 mety kalendoriaus atsitiktinai iSpléStame lape-
lyje esantis skaicius dalijasi i§ 67

95. I8 dézés, kurioje yra 10 balty ir 6 juodi rutuliai, atsitiktinai imami du rutuliai. Ko-
kia tikimybé, kad abu rutuliai juodi?

96. Kortelése surasyti sveikieji skaiciai nuo 1 iki 20 imtinai. Atsitiktinai iStrauktos 2
kortelés. Kokia tikimybé, kad paraSyty skaiciy suma lygi 10?

97. Darius, rinkdamas telefono numerj, pamir$o 2 paskutinius skaitmenis ir, zinoda-
mas, kad tie skaitmenys yra skirtingi, surinko juos atsitiktinai. Kokia tikimyb¢, kad telefono
numeris surinktas teisingai?

98. Tarp 100 detaliy 5 brokuotos. Kokia tikimybé¢, kad atsitiktinai paimtos 3 detalés
bus nebrokuotos?

99. Tvenkinyje 30 lydeky. Sugavo 5. Jas pazyméjo ir vés paleido. Antrg karta sugavo
7 lydekas. Kokia tikimybé, kad tarp jy bus dvi pazymétos lydekos?

100. Klas¢je 13 mergaiCiy ir 12 berniuky. Reikia iSrinkti 3 moksleiviy delegacija. Ko-
kia tikimybe¢, kad j delegacija pateks 2 mergaités ir 1 berniukas?

101. IS 36 korty kaladés, kurioje yra 4 tiizai, atsitiktinai iStrauktos 3. Kokia tikimybe,
kad tarp jy bus 2 tiizai?

102. * 36 korty kalade padalijome pusiau. Kokia tikimybé¢, kad kiekvienoje dalyje yra
po 2 tiizus?

103. * 8 viety eil¢je atsitiktinai atsisédo 8 matematikai. Kokia tikimybe, kad Saloméja,
Elvyra ir Algis atsisés greta? (Tarp 8 matematiky bendravardzZiy néra.)

104. Dézéje 30 loterijos biliety, tarp kuriy 5 laimingi. I$traukti 4 bilietai. Kokia tikimy-
be, kad 2 bilietai laimingi?

105. * I8 36 korty kaladeés, kurioje yra 4 tiizai, atsitiktinai iStrauktos 5. Kokia tikimybe,
kad tarp jy bus bent vienas tiizas?

106. * Knygy lentynoje atsitiktinai sudétos 5 algebros ir 3 geometrijos knygos. Kokia
tikimybé, kad vieno dalyko knygos sudétos greta?

107. * Kokia tikimybé, kad atsitiktinai sustate j eile¢ kubus, kuriy sienose parasytos rai-
dés a, a, a, k, k, v, gausime zodj ,,kakava“?

108. Futbolo turnyre dalyvauja 20 komandy. Jos burty keliu suskirstytos j 2 pogrupius
po 10 komandy. Kokia tikimybé¢, kad dvi stipriausios komandos bus viename pogrupyje?

109. Kokia tikimybe, kad atsitiktinai sustate i eilg kubus, kuriy sienose paraSytos raidés
a, a, a, a, n, n, s, s, gausime zodj ,,ananasas*?

110. IS zodzio ,,matematika* raidziy pasirenkama raidé. Kokia tikimybe¢, kad:

a) pasirinkta raidé a?
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b) pasirinkta bals¢?

111. Saulius, rinkdamas telefono numerj, pamirSo du paskutinius skaitmenis ir , prisi-
mings, kad Sie skaitmenys nelyginiai ir skirtingi, surinko juos atsitiktinai. Kokia tikimyb¢, kad
telefono numeris surinktas teisingai?

112. Astuoniose vienodose kortelése paraSyti skaiciai 2, 4, 6, 7, 8, 11, 12, 13. Atsitikti-
nai iStrauktos dvi kortelés. Kokia tikimybé, kad 1§ Siy skaiciy sudarytg trupmeng galima su-
prastinti?

113. IS 10 loterijos biliety, tarp kuriy 2 laimingi, atsitiktinai iStraukti 5 bilietai. Kokia
tikimybé, kad:

a) vienas bilietas laimingas?

b) du bilietai laimingi?

c) bent vienas bilietas laimingas?

114. I8 60 klausimy, jeinanciy | egzaminy bilietus, studentas iSmoko 50. Kokia tikimy-
be, kad iStraukus bilieta, kuriame jrasyti du klausimai, abu iSmokti?

115. * IS 36 korty kaladés, kurioje yra 4 karaliai, atsitiktinai iStrauktos 3 kortos. Kokia
tikimybeé, kad tarp jy bus vienas karalius?

116. I8 10 detaliy 3 detalés su defektais. Kokia tikimybé¢, kad tarp atsitiktinai pasirinkty
6 detaliy 2 detalés bus su defektais?

117. Dézéje yra 10 balty rutuliy ir 6 juodi rutuliai. Atsitiktinai iStraukti 2 rutuliai. Ko-
kia tikimybeé, kad abu rutuliai balti?

118. * Sachmaty turnyre dalyvauja 16 moksleiviy, kurie burty keli paskirstyti j du po-
grupius po 8 Sachmatininkus. Kokia tikimybeé, kad:

a) du stipriausieji zaidéjai pateks j viena pogrupj?

b) du stipriausieji zais skirtinguose pogrupiuose?

3. Priesingo jvykio tikimybé

1. Apibrézimas. Jvykis, kuris jvyksta tada ir tik tada, kai nejvyksta A, vadinamas

jvykiui A priesingu jvykiu ir Zymimas A (skaitome: ,,ne A®).

1 pavyzdys. Metama moneta. Jei jvykis A — , atsiverté herbas®, tai jvykis A — ,at-
siverté ne herbas, t. y. atsiverté skaicius®.

2 pavyzdys. Metamas losimo kauliukas. Pazymékime jvykj A — ,.iSkrito 6 taskai®.
Todél jvykis A reiskia, kad iskrito ne $esi taskai, t. y., iSkrito 1, 2, 3, 4 arba 5 taskai.
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Sakykime, kad i§ n galimy jvykiy, yra m jvykiui A palankiy elementariyjy jvykiy.
Tada jvykiui A yra n —m palankiy elementariyjy jvykiy. Todél

P(A)=¥=1—%=1—P(A)

arba
P(A)=1-P(4) (1)
Labai daznai praktikoje, ieskant jvykio tikimybés, paprasciau rasti prieSingo ivy-
kio tikimybe.
3 pavyzdys. Metame loSimo kauliukg. Kokia tikimybé, kad iskrito daugiau kaip
vienas taSkas?
Sprendimas. Jvykius A ir A galima taip nusakyti:
A — ,,i8krito daugiau kaip vienas taskas®,
A — , igkrito vienas taskas®.
Jvykiui A — palankus vienas elementarus jvykis, todél P(4) = %. Remiantis (1) formule, gau-
name
PA)=1--=2.
4 pavyzdys. Metamos dvi monetos. Kokia tikimybé, kad bent vieng kartg atsivers
skaiCius?
Sprendimas. Pazymékime jvykius:
A — ,bent vieng kartg atsiverte skaicius®,
A —, skaiCius neatsiverté®.

Metant 2 monetas galimi elementarieji jvykiai: SS, HH, SH, HS.

Todél P(A) = 1

p(A)=1—P(A)=1—§=§.

4. Nesutaikomy jvykiy sumos tikimybé

1. Ivykiai vadinami nesutaikomais, kai bet kurie du Siy jvykiy negali buti kartu
viename bandymo rezultate.

Nesutaikomy jvykiy pavyzdziai:

1) i8Sovus vieng kartg, kulka pataikeé j taikinj ir nepataiké;

2) metus loSimo kauliukg vieng karta, iSkrito lyginis ir nelyginis tasky skai¢ius.

2. Apibrézimas. Jvykis, kuris jvyksta tada ir tik tada, kai jvyksta bent vienas i$

jvykiy A arba B, vadinamas jy suma. Zymima taip: A + B.
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1 pavyzdys.
Ivykis A — ,,Jonas loterijoje laiméjo Svarka*,
Ivykis B — ,,Jonas loterijoje laiméjo kepure™.
Ivykis A + B reiSkia, kad laiméjo arba Svarka, arba kepure, arba ir Svarka, ir kepu-
r¢.
2 pavyzdys. Sakykime, kad egzaminy bilietai sunumeruoti sveikaisiais skaiciais
nuo 1 iki 30. Jeigu jvykis A — bilieto numeris — 7 kartotinis, o jvykis B — bilieto numeris yra 5
kartotinis, tai jvykis A + B reiSkia, kad bilieto numeris yra 5 arba 7 kartotinis. A ir B — nesu-
taikomi jvykiai, nes viename bandyme jie jvykti negali.
3 pavyzdys. Kokia tikimybé, kad antrame pavyzdyje nagrinéto bilieto numeris yra

5 ar 7 kartotinis (bilietas iStrauktas atsitiktinai).
P(A) = P(B) = 5 P + P(B) = -+ 2 == (1)

Ivykiai A ir B nesutaikomi, todél jvykiui A + B palankiy rezultaty skai¢ius lygus
10. Vadinasi, P(A + B) = % = § (2)
Palyging (1) ir (2), matome, kad

P(A) + P(B) = P(A+ B).

3. Teorema. Dviejy nesutaikomy jvykiy sumos tikimybé yra lygi $iy jvykiy tiki-
mybiy sumai. P(A + B) = P(A) + P(B).

[rodymas. Tarkime, kad n — visy bandymo jvykiy skai¢ius. m,; — jvykiui A palan-
kiy jvykiy skaicius, m, — jvykiui B palankiy jvykiy skaicius.

Kadangi A ir B nesutaikomi jvykiai, jie negali biiti viename bandymo rezultate,

todél jvykis A + B turi m; + m, palankiy jvykiy.

mqi+m, mq

P(A) ==% P(B) =% P(A+B) = =2 = =L+ =2 = P(A) + P(B).
Si teorema yra teisinga n poromis nesutaikomy jvykiy A;, 4,, 4s, ..., 4,, sumai,
ty.
P(A; + Ay+...+A,) =P(A) + P(4,) + -+ P(A,).
1 i¥vada. Priesingy jvykiy A ir A tikimybiy suma lygi vienetui.

I§ tikryjy, P(A + A) = P(A) + P(A), nes A ir A nesutaikomi jvykiai. Jvykis
A + A yra biitinasis, todél P(4 + A) = 1. Vadinasi, P(4) + P(A) = 1.

2 iSvada. Jei jvykiai A4, A,, Az, ..., 4, sudaro pilng jvykiy grupe, (poromis yra ne-
sutaikomi, 0 suma — butinasis jvykis), tai §iy jvykiy tikimybiy suma lygi vienetui.

Remdamiesi teorema apie poromis nesutaikomy jvykiy sumos tikimybe, turime

P(Al‘l' A2+...+An) :P(A1)+P(A2)+"'+P(An)
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Kadangi 4, + A, + A3+ ...+ A, yra biitinasis jvyKkis, tai

UZdaviniai

119. DéZéje yra 4 spalvy rutuliai: 50 balty, 20 zaliy, 20 mélyny, 10 raudony. Kokia ti-

Kimybé, kad atsitiktinai iStrauktas rutulys yra raudonas arba mélynas?

Sprendimas. Jvykis A — ,,iStrauktas raudonas rutulys®. P(A) = 2 =0,1. Ivykis B — ,,i$-

100

trauktas mélynas rutulys®. P(B) = % =0,2. Ivykis A + B — ,,iStrauktas raudonas arba mely-
nas rutulys®. Jvykiai A ir B nesutaikomi, todél P(A + B) = P(A) + P(B) = 0,1+ 0,2 = 0,3.

120. Kokia tikimybeg, kad atsitiktinai surinkto telefono numerio paskutinis skaitmuo yra
7 arba 3 Kartotinis?

121. Metami du loSimo kauliukai. Kokia tikimybé, kad iskritusiy tasky suma yra 2 arba
3?

122. Abiturienty, stojanCiy j universiteta, matematikos rasto darbai uzsifruoti skaiciais
nuo 1 iki 99 imtinai. Kokia tikimybé, kad atsitiktinai parinkto darbo numeris yra 10 arba 11
kartotinis?

123. Knygoje 300 puslapiy. Kokia tikimybé, kad atsitiktinai atverstas puslapio numeris
yra 17 arba 19 Kkartotinis?

124. Kokia tikimybe, kad atsitiktinai paimtas nattiralusis dvizenklis skaicius bus 12 ar-
ba 13 kartotinis?

5. Nepriklausomy jvykiy sandaugos tikimybé
1. Ivykis A vadinamas nepriklausomu nuo B, jeigu jo tikimybé nepriklauso nuo to,

ar B jvyko, ar nejvyko.

2. Apibrézimas. Jvykis, kuris jvyksta tada ir tik tada, kai jvyksta abu jvykiai A ir

B, vadinamas jy sandauga.
Zymima taip: AB.

Pavyzdziui, jeigu jvykis A — iStraukto bilieto numeris dalijasi i$ 2, jvykis B — bilie-
to numeris dalijasi i§ 5, tai jvykis AB reiskia, kad bilieto numeris dalijasi ir i8 2, ir i§ 5.

3. Teorema. Dviejy nepriklausomy jvykiy sandaugos tikimybé lygi ty jvykiy tiki-
mybiy sandaugai:

P(AB) = P(A) - P(B).
UZdaviniai

125. Du Sauliai, nepriklausomai vienas nuo kito, Sauna po vieng kartg i ta patj taikini.
Pirmojo pataikymo tikimybé 0,6, antrojo — 0,8. Kokia tikimybé, kad pataikys abu?
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Sprendimas.

Ivykis A — ,,pataiké pirmasis Saulys®, P(A) = 0,6;

Ivykis B — ,,pataiké antrasis Saulys®, P(B) = 0,8;

Ivykis AB — ,,pataiké abu Sauliai®.

A ir B nepriklausomi jvykiai, todél P(AB) = P(A) - P(B) = 0,6 - 0,8 = 0,48.

126. Pirmoje déz¢éje yra 12 detaliy, 1S jy 5 nestandartinés. Antroje dézéje yra 20 detaliy,
1§ ju 4 nestandartinés. I§ kiekvienos dézés atsitiktinai iSimama viena detal¢. Kokia tikimybe,
kad abi detalés bus nestandartinés?

127. Metami du losimo kauliukai. Kokia tikimybé, kad viename iSkris nelyginis tasSky
skaicius, o kitame 6 taskai?

128. Kambaryje nepriklausomai viena nuo kitos dega dvi lemputés. Tikimyb¢, kad va-
landos bégyje neperdegs pirmoji lempute lygi 0,9. O antroji — 0,7. Kokia tikimybeé, kad valan-
dos bégyje neperdegs né viena lempute?

129. Moksleivis iSmoko 20 i§ 25 fizikos biliety ir 20 i$ 30 istorijos biliety. Kokia tiki-
mybé¢, kad iSlaikys abu egzaminus?

130. Mestos 3 monetos. Kokia tikimybé, kad visose monetose iSkris skai¢ius?

Pastabos.

1. Pasirenkant i§ uzdavinyno arba paciam sudarin¢jant uzdavinius jvykiy sumos
teoremos taikymui, reikia jsitikinti, kad jvykiai yra nesutaikomi. Kai jvykiai A ir B sutaikomi,
ju sumos tikimybeé skaiciuojama pagal formule

P(A+ B) = P(A) + P(B) — P(AB).

Pavyzdys. Du Sauliai nepriklausomai vienas nuo kito $auna j tg patj taikinj. Pirmo-
jo pataikymo tikimybé lygi 0,9, antrojo — 0,8. Kokia tikimybé, kad | taikinj pataikys arba pir-
masis, arba antrasis Saulys?

Sprendimas. Ivykis A — pataiké pirmasis Saulys.
Ivykis B — pataikée antrasis Saulys.
Ivykis A + B — pataiké pirmasis arba antrasis Sauliai.
A ir B sutaikomi jvykiai, todél
P(A+B) = P(A) + P(B) — P(AB) =0,9+0,8-0,9- 0,8 =0,98.
Sutaikomy jvykiy sumos tikimybés skai¢iavimas nejeina j} mokykling programa.

2. Renkantis uzdavinius jvykiy sandaugos teoremos taikymui, reikia jsitikinti, kad jvykiai yra
nepriklausomi. Kai jvykiai A ir B priklausomi, jy sandaugos tikimybé apskai¢iuojama pagal
formule

P(AB) = P(4) - Py(B);
arba

P(AB) = P(B) - P5(A).
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Cia P,(B), Pz(A) — salyginés tikimybes.

Priklausomy jvykiy sandaugos tikimybés skaiciavimas nejeina | mokykling pro-
grama.

6. Salyginé tikimybé.*Dvieju jvykiy sandaugos tikimybé*

1. Salyginé tikimybé. Salyginés tikimybés sgvoka paaiskinsime pavyzdziu.

Tarkime. Kad dézutéje yra 5 balti ir 3 juodi rutuliai. Atsitiktinai vienas po kito i8-
imami du rutuliai. [Snagrinékime 2 jvykius:

A — ,,pirmasis rutulys baltas®,

B — ,,antrasis rutulys baltas®.

Pagal salyga P(A) =2 Dézutéje liko 7 rutuliai, i kuriy tik 4 balti, todel
4
Tarkime, kad pirmas istrauktas juodas rutulys. Tada P(B) = g

Vadinasi, jvykio B tikimybé priklauso nuo to, ar jvyko, ar nejvyko jvykis A. Tokiu
atveju sakome, kad jvykio B tikimybé priklauso nuo jvykio A, t. y., ivykio B tikimyb¢ yra sg-
lyginé. Tokia tikimybé Zymima P, (B).

2. Teorema. Salyginei tikimybei teisinga formulé

_ P(AB)
Pa() =242 p(B) 2 0. (1)
Irodymas. Sakykime, kad n — visy elementariyjy jvykiy skaicius, k — jvykiui B pa-
lankiy jvykiy skai¢ius, m — jvykiui AB palankiy jvykiy skaicius.

Tarkime, jvykis B jvyko. Tada i§ anksCiau galimy n elementariyjy jvykiy gali
jvykti tik k elementariyjy jvykiy, kurie palankis jvykiui B. Todél jvykiui A yra palankas tik
tie elementarieji jvykiai, kurie tuo paciu metu yra palankds ir jvykiui B. Vadinasi, jvykiui A
palankds tik tie elementarieji jvykiai, kurie palanks jvykiui AB. Todél

P(4B) )

=23
Il

AnalogiSkai gausime ir jvykio B salyginés tikimybes, kai A yra jvykes, formule

P(AB)

PA(B) = PA)

P(A) #0. (2)

3. Dviejy jvykiy sandaugos tikimybé. (1) ir (2) formules galima uzrasyti Sitaip:

P(AB) = P(A)P,4(B),
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P(AB) = P(B)Pp(4). (3)

(3) formulés isreiskia jvykiy sandaugos tikimybés sarys$j su ty jvykiy tikimybémis ir sglygi-
némis tikimybémis.

Dviejy 1vykiu sandaugos tikimybé yra lyei vieno i$ to jvykio tikimybei, padaugin-
tai 18 kito ivykio salyginés tikimybés, kai pirmasis jvykis ivyko.

I$vada. Jei jvykiai A ir B nepriklausomi, tai P,(B) = P(B), todél
P(AB) = P(A) - P4(B) = P(4) - P(B),
t. y., dviejy nepriklausomy jvykiy sandaugos tikimybé yra lygi ty jvykiy tikimybiy sandaugai.

1 pavyzdys. Dézéje yra 5 balti ir 4 juodi rutuliai. Atsitiktinai vienas po kito iSi-
mami 2 rutuliai. Kokia tikimybé, kad abu rutuliai balti?

Sprendimas. Pazymékime jvykius:
A — ,pirmasis rutulys baltas®.
B — ,,antrasis rutulys baltas®.

AB — ,,abu rutuliai balti®.

P(A) =2, Py(B) = % = . [vykiai A ir B priklausomi, todél

P(AB) = P(4) - P,(B) =§-

N | =

18

2 pavyzdys. I§ 32 korty kaladés viena po kitos istrauktos 2 kortos. Raskime tiki-
mybes, kad:

a) iStraukti du tiizai,

b) iStrauktos dvi ¢irvy kortos,

¢) iStrauktas karalius ir dama.
Sprendimas. Pazymékime jvykius:

a) A— pirmoji Korta — tizas, P(4) = = = =;

B — antroji korta — ttizas, P4,(B) = %

b) C — pirmoji korta — ¢irvas, P(C) = ;—2 = i;
z

D — antroji korta — ¢irvas, P-(D) = ”

¢) E — pirmoji korta — karalius, P(E) = %;

F —antroji korta — dama, Pg(F) = :—1.
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P(AB) = P(A) - Py(B) = 2 - = = ——;

31 248
1 7 7
1 4 4 1
P(EF) =P(E) - Pg(F) =1 -="2 =1

7. Sutaikomy jvykiy sumos tikimybé*

Du jvykiai vadinami sutaikomais, jei abiems jvykiams yra bent vienas palankus
elementarusis jvykis.

Teorema. Dviejy sutaikomy jvykiy sumos tikimybe yra lygi iy jvykiy tikimybiy
sumai be ty jvykiy sandaugos tikimybes.

P(A+ B) =P(A) + P(B) — P(4B).

[rodymas. Sakykime, kad i§ viso yra n elementariyjy ivykiy, i§ kuriy jvykiui A pa-
lank@is m, jvykiy, jvykiui B palankiis m, jvykiai ir jvykiui AB palankiis k elementariyjy jvy-
kiy.

Remiantis tikimybés apibrézimu,

P(4) =% P(B) = =% P(AB) =

Akivaizdu, kad jvykiui A + B bus palankiis m; + m, — k elementariyjy jvykiy,

Si=

todél

P(A+B) ="t =T B2 _ 2= p(4) + P(B) — P(AB).

n n

1 pavyzdys. Du Sauliai nepriklausomai vienas nuo kito, $auna j tg patj taikinj.
Pirmojo pataikymo tikimyb¢ yra 0,9, antrojo — 0,8. Kokia tikimybé, kad j taikinj pataikys
pirmas arba antras Saulys?
Sprendimas. Pazymékime jvykius:
A — ,pataiké pirmasis Saulys®,
B — ,,pataiké antrasis Saulys*.
Ivykiai A ir B sutaikomi, nes, atlieckant bandyma, i taikinj gali pataikyti abu Sau-
liai. Vadinasi, jvykis A + B —,,j takinj pataiké arba pirmasis, arba antrasis, arba abu Sauliai.
P(A+ B) =P(A) + P(B) — P(AB).
P(A+B)=09+08-0,9-0,8=0,98.
2 pavyzdys. Kokia tikimybé, kad atsitiktinai pasirinktas dvizenklis skaiCius yra
dalus i$ 2, arba i§ 5, arba i§ 2 ir 5?
Sprendimas.
A — ,.dvizenklis skaiCius dalijasi i§ 2°,
B — ,,dvizenklis skaicius dalijasi 1§ 5%,
A + B — . dvizZenklis skaiCius dalijasi i§ 2, arba i$ 5, arba i§ 2 ir 5.
Kadangi jvykiai A ir B sutaikomi jvykiai, tai

P(A + B) = P(A) + P(B) — P(4B).
45 18 9

P(A) =—=0,5P(B)==—=0,2; P(AB) ===0,1.

90 90 9
Vadinasi, P(A+ B) =05+0,2-0,1=0,6.
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8. Bernulio bandymai*

Sakykime, daug karty metamas kamuolys j krepsj. Sis bandymas turi dvi galimas
baigtis: 1) i krepsj pataikyta; 2) i krepsSi nepataikyta. Praktikoje daznai turime situacijg, pana-
§ig 1 kamuolio metimg j krepsj, kai daug karty kartojamas bandymas turi dvi galimas baigtis.

1. Bernulio bandymai. Bernulio bandymu vadinamas Sias savybes turintis bandy-

mas:

a) visi bandymai nepriklausomi, t. y. atlieckant bandyma jvykio A tikimybé nepri-
klauso nuo to, ar jvyko, ar nejvyko nagriné¢jamas jvykis kituose bandymuose;

b) kiekvienas bandymas turi dvi baigtis: A — jvyko, A — nejvyko.

¢) stebimo jvykio A tikimybé kiekviename bandyme yra pastovi: P(A) =p, O
P =1-p=gq.

1 pavyzdys. Moneta metama 5 kartus. Mus domina herbo pasirodymy skaicius.
Tai Bernulio bandymas, kuriame stebimo jvykio A tikimybé P(4) = 0,5.

2 pavyzdys. Losimo kauliukas metamas 5 kartus. Mus domina $eSiy akuéiy atsi-

1

vertimas. Tai Bernulio bandymas, kuriame stebimo jvykio A tikimybé P(A4) = c

ISvesime formul¢, pagal kurig galésime apskaiciuoti keliuose i§ n bandymy jvyko
mus dominantis jvykis A.

2. Teorema. Tikimybé, kad Bernulio bandyme jvykis A jvyko k karty i§ n lygi

P,(k) = Ckp*q™* (k=1,1,2,..,n)

[rodymas. A, — pazymékime jvykj, kuriame laukiamas jvykis jvyko k karty. Sj
ivyki galima iSreiksti nesutaikomy jvykiy suma, kuriame kiekvienas démuo yra nepriklauso-
my jvykiy A ir A sandauga. Kiekvienoje tokioje sandaugoje jvykis A paminétas k karty, o jvy-
kis A — (n — k) karty.

Ay =AA . AAA . A+AA AAA A+ +AA.AAA.A

N———
k n—k k-1 n—-k—1 n—k k

Sioje sumoje kiekvieno démens tikimybé viena ir ta pati ir lygi
pp.-pqd g =Pq"
K n—k
Lieka suskaiciuoti kiek démeny yra Sioje sumoje. Jy bus tiek, kiek yra biidy para-
Syti k raidziy A n vietose, t. y. C¥. Todél
P(Ay) = Cip*q™ .
Ivykio Ay tikimybe pazymékime B, (k). Tai tikimybé, kad atlikus, n nepriklau-
somy bandymuy, jvykis A jvyks lygiai K karty, lygi

P,(k) = Cip*q™*. (1)
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Si formulé vadinama Bernulio formule.
3 pavyzdys. Moneta metama 5 kartus. Raskime tikimybe, kad 3 kartus i$siverté
herbas.

Sprendimas. Turime Bernulio bandyma, kai n = 5, k = 3. Tikimybé, kad metimo

metu atsiverté herbas, lygi p = % Remiantis Bernulio formule,
P = cir'e =156 (1-3) = %
4 pavyzdys. Tikimybé, kad Arvydas kickvienu metimu jmes kamuolj j krepsj, lygi
0,4. Ko labiau tikétis: keturiy pataikymy metus penkis kartus, ar 6 pataikymy metus astuonis
kartus (kamuolio metimai nepriklausomi)?
Sprendimas. Turime Bernulio bandymus.
Duota:n; = 5,k; = 4,p=0,4;
Rasti: Ps(4), Pg(6).
Remiantis (1) formule, gauname:
Ps(4)=Cs-0,4*(1-0,4)=5-0,4*-0,6 =0,0768.
Pg(6) = C&-0,4°(1 —0,4)% = 28-0,4°- 0,36 =~ 0,0413.
P5(4) > Pg(6).
Vadinasi, labiau tikétina, kad metus 5 kartus bus pataikyta 4 kartus, negu metus 8

kartus pataikyta 6 kartus.
9. Atsitiktiniai dydziai

Atsitiktinis dydis yra viena svarbiausiy tikimybiy teorijos sgvoky.

Atsitiktiniy dydziy vadiname bet kokij dydj, kuris po bandymo igyja konkrecia, i$
anksto nezinomg skaiting reikSme.

Atsitiktiniy dydziy pavyzdziai:

1) per parg mieste jvykusiy autoavarijy skaicius;

2) per dieng sutikty pazistamy zmoniy skaicius;

3) per krepSinio rungtynes komandos pelnyty tasky skaicius.

Norint apibiidinti atsitiktin} dydj, reikia nurodyti jo jgyjamas reikSmes ir tikimy-
bes, su kuriomis tos reik§més jgyjamos.

Atsitiktin} dydj zymésime X, atsitiktinio dydzio jgyjamas reikSmes x;, x5, X3, ...,
Xn, 0 ty reikSmiy atitinkamas tikimybes p4, p2, D3, ..., Pn-

Pazymeékime n atsitiktiniy jvykiy.

Ivykis A, — atsitiktinis dydis X, jgijo reikSme x; su tikimybe p;.
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Ivykis A, — atsitiktinis dydis X, jgijo reikSm¢ x, su tikimybe p,.

Ivykis A,, — atsitiktinis dydis X, jgijo reikSme x,, su tikimybe p,,.
Jei yra duotos visos atsitiktinio dydzio reikSmés ir ty reikSmiy tikimybés, tai sa-

koma, kad yra duotas atsitiktinio dydzio X pasiskirstymo désnis, arba skirstinys.

Atsitiktinio dydzio X skirstinj patogu uzrasyti tokia lentele:

X X1 X, X3 Xn

P1 %) %] Pn

Atlikus bandyma, atsitiktinis dydis X gali jgyti tik vieng kurig nors reikSme, tod¢l
ivykiai A4, A,, ..., A, yra nesutaikomi. Be to, jvykis A+ A,+ ...+ A,, yra biitinasis, nes vieng
18 reikSmiy x4, x5, X3, ..., X, X biitinai jgys. Butinojo ivykio tikimybeé lygi 1, todél

P(A + Ay+...+4,) =1

Remiantis nesutaikomy ivykiy sumos teorema

P(A;)) + P(4,)+ -+ P(4,) =1,
arba
p1tp2t .. tpp=1.

1 pavyzdys. Atsitiktinis dydis X yra vieng kartg metus losimo kauliukg, pasiro-

dZiusiy taSky skaicius. Uzrasysime jo pasiskirstymo désnj.

. AU . 9 1
Ivykis A; —i8krito vienas taskas x; = 1, p; = p

Ivykis A — iskrito du taskai x, = 2, p, = .

Ivykis Ag — iskrito Sesi taskai xg = 1, pg = .

Skirstinys uzraSytas lentele atrodo taip:

X 1 2 3 4 5 6
b 1 1 1 1 1 1
6 6 6 6 6 6
Patikrinimas:

Sttt tI=1
2 pavyzdys. Loterijoje yra 1000 biliety. 200 biliety laimi po 1 Lt, 100 biliety — po
5 Lt, 80 biliety — po 20 Lt, 20 biliety — po50 Lt. Laiméjimo dydis X yra atsitiktinis dydis. Uz-
raSykime jo skirstinj.

Laime¢jimy dydziai:
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x,=0,x,=1,x3 =5,x, =20, x5 = 50.

Jy atitinkamos tikimybés yra
600

P1= 500 = 0,6 (nes 600 biliety be laiméjimo);
200 .. _ 80 _ )
Pz = To00 0.2,py = 1000 0,08;
100 L 20 _
37 1000 0.1 ps = 1000 0,02
X 0 1 5 20 50
P 0,6 0,2 0,1 0,08 0,02

Patikrinimas: 0,6 + 0,2 + 0,1 + 0,08 + 0,02 = 1.

Atsitiktinio dydZio skirstinys gali bati pavaizduotas grafiskai. Tam OX aSyje ati-
dedame atsitiktinio dydzio reik§mes, o Oy aSyje — jy atitinkamas tikimybes. Lauzté, jungianti
taskus (x;; p;), vadinama pasiskirstymo daugiakampiu arba poligonu.

[ W

,_”"':j [ -

Pe T I

B
L
X

=
=
a

xs x4_ xi IE

10. Atsitiktinio dydZio matematiné viltis (vidurkis)

Sakykime, kad yra duotas atsitiktinio dydzio X skirstinys uZraSytas lentele

X X1 Xy X3 - Xn

P P1 12 D3 Dn

Atsitiktinio dydzio reikSmiy ir jy atitinkamy tikimybiy sandaugy suma vadiname

atsitiktinio dydzio matematine viltimi, Zymima taip: MX.

Vadinasi, MX = x,p; + x,p, + - + X, 05

Pavyzdys. Yra 100 loterijos biliety. 30 biliety laimi po 1 Lt, 10 biliety — po 5 Lt, 2
bilietai — po 25 Lt, likusieji — be laiméjimo. Laiméjimo dydis X yra atsitiktinis dydis. Apskai-
¢iuokime §io dydzio matemating viltj ir koks laimejimas vidutiniSkai tenka vienam loterijos

bilietui.
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Laim¢jimo dydis X yra atsitiktinis dydis, kuris jgyja reikSmes: x; = 0, x, = 1,

x3 = 5, x, = 25, kuriy atitinkamos tikimybés yra

pr=—"=058p,=—-=03p; == =01 p, = —=0,02.
Pasiskirstymo désnis uzraSytas lentele atrodo taip:
X 0 1 5 25
P 0,58 0,3 0,1 0,02

Matematine viltis MX =0-0,58+1-0,3+5-0,1+25-0,02 =1,3.
Nusipirke visus 100 biliety,

0 Lt laimésime 58 kartus,

1 Lt laimésime 30 karty,

5 Lt laimésime 10 karty,

25 Lt laimésime 2 kartus.
I$§ viso laimésime 0 - 58 +1-30 4+ 510 4+ 252 = 130 (Lt).

Laime¢jimas, tenkantis vienam bilietui, bus 100 karty mazesnis

0-58+1:30+5-10+25-2
100

=0-058+1-03+5-01+25-0,02=1,3=MX.
Vadinasi, laiméjimo dydzio X matemating viltis yra skaicius, iSreiSkiantis vidutinj
laiméjimo dydj, tenkant] vienam bilietui.
Matematiné viltis yra vidurking atsitiktinio dydZio reikSme, jo reikSmiy pasiskirs-
tymo centras, todél atsitiktinio dydzio matematiné viltis dar vadinama atsitiktinio dydzio Vi-

durkiu.

Uzdaviniai

131. Duoti atsitiktiniy dydziy X ir Y pasiskirstymai.

X 1 2 3 4 Y 2 4 6 8 10

P 04 0,3 0,2 0,1 2] 0,2 0,1 0,2 0,1 04

Raskite MX ir MY.

132. Atsitiktinis dydis X yra vieng karta metus loSimo kauliukg pasirodziusiy tasky skaicius.
Raskite MX.

133. Is dézés, kurioje yra 2 raudoni ir 3 juodi rutuliai, atsitiktinai iStraukiami du rutuliai.

Raskite MX, kai X — iStraukty raudony rutuliy skaicius.
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11. Atsitiktinio dydzio dispersija

1 pavyzdys. Duoti atsitiktiniy dydziy X ir Y pasiskirstymo désniai:

X -2 -1 1 2 Y -3 -2 4 8
03 02|02 03 P 0205|0201

Apskai¢iuokime jy matematines viltis (vidurkius) MX ir MY.
MX=-2-0,3-1-0,2+1-0,2+2-0,3=0

MY =-3-0,2-2-05+4-02+8:01=0

Matome, kad nors atsitiktiniy dydziy X ir Y pasiskirstymai skirtingi, taciau jy matematinés
viltys yra lygios.

MY
4

Y
bﬁ

¥
~

| + | |
0

1 pav.

1 pav. matome, kad X reik§més yra arCiau ir kompaktiskiau iSsidésciusios apie
MX, negu dydzio Y. Y reik§miy iSbarstymas yra didesnis, negu atsitiktinio dydzio X. Vadinasi,
1Ssamesnei atsitiktinio dydzio charakteristikai nepakanka Zinoti jo matematine viltj (vidurkj).

Praktikoje svarbu, kaip atsitiktinio dydZzio reik§més iSsiskleidusios apie matemati-
ne viltj. I§sisklaidymo matas vadinamas dispersija.

Atsitiktinj dydj X — MX vadiname atsitiktinio dydzio X nuokrypiu nuo matemati-
nés vilties MX.

Atsitiktinio dydzio (X — MX)? matematine viltj vadiname atsitiktinio dydZzio X dispersija ir

zymime DX.
DX = M(X — MX)? (D
Dispersija parodo, kaip atsitiktinio dydZio reik§més yra iSsibars€iusios apie jo ma-
tematine viltj. Jei DX mazas skaiCius, tai X reik§més artimos matematinei vil¢iai MX. Jei DX —
didelis skaicius, tai X reik§més labai iSsibars¢iusios MX atzvilgiu.
Atsitiktinio dydzio dispersija galima apskaiciuoti pagal (1) formulg.
Dar patogiau skai¢iuoti pagal (2) formule, kurig pateikiame be jrodymo.
DX = MX? — (MX)? (2)
Dydis o = v/DX vadinamas vidutiniu kvadratiniu nuokrypiu.
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2 pavyzdys. Duotas atsitiktinio dydzio X skirstinys.

X 0 1 2
p

N| =
S

IS

Apskai¢iuokime MX ir DX.

MX=0- % +1 -i+ 2 -% = 1; Remiantis (1) formule.

DX=(X-MX)?=MX-1)2=0-1D% 1+ (1 -1)?s+Q2-1)? 7=
0,5.

3 pavyzdys. Atsitiktinis dydis X yra vieng kartag metus losimo kauliukg pasirodziu-
siy tasky skaicius. Apskaic¢iuokime jo dispersijg DX.

Atsitiktinio dydzio X skirstinys yra

X 1 2 3 4 5 6

N =
N

1 1 1
6 6 6

MX =1 1+2 1+3 1+4 1+5 1+6 1—35
6 6 6 6 6 6

DX = M(X — MX)? = M(X —35)* = (1-35)% -1+ (2-35)% -1+ (3-35)% -+ +
+(4 =352 =+ (5-35)2 =+ (63,5 =

DX = 2,917.
UzZdaviniai
Raskite atsitiktiniy dydziy X ir Y matemating viltj ir dispersija, kai duotos jy pasi-

skirstymo lentelés.

134. 135.

136. 137.

025 (05 |025 P 04 |03 |02 |01
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139.

138.
4 6 7
07 |02 |01
140.
-1 0 1
03 |04 |03
142.
5 7 10 15
02 |05 |02 |01

-3 -2 0
02 (04 (04
141.
-2 1 2 3
03 (03 |03 |01
143.
-2 -1 0 1 2
01 |02 |03 |03 |01
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I11 skyrius

MATEMATINES STATISTIKO PRADMENYS

1. Generaliné aibé ir imtis

Pagrindinés matematinés statistikos sgvokos yra generaliné aibé ir imtis. Panag-
rinékime tokj pavyzdj. Automatiné linija per dieng pagamina 5000 apdailos plyteliy, kurios
turi biiti nustatyto ilgio, plocio, storio. Reikia patikrinti, ar linija gamina kokybiskas detales,
nustatyti, kokig produkcijos dalj sudaro nekokybiSkos plytelés.

Geriausia informacijg turétume patikring kiekvieng plytele. Taciau visoms iSma-
tuoti reikés sugaisti daug laiko. Todé¢l tenka i$ visy pagaminty plyteliy atsitiktinai parinkti tam
tikrg plyteliy kieki, pavyzdziui 100, ir pagal jy kokybe spresti apie visa produkcija.

Atsitiktinio dydzio galimy reik§miy visuma vadiname generaline aibe, o Sios

aibés elementy skai¢iy vadiname generalinés aibés tiiriu. Tyrimui pasirinkta generalinés aibés

dalis vadinama imtimi. Nagrinétame pavyzdyje per diena pagamintos plytelés — generaliné
aibé, jos tiris lygus 5000. Patikrinimui parinktos detalés — imtis. Imties elementy skaicius
vadinamas imties tiriu.

Sudarant imtj, jos elementus reikia parinkti taip, kad jy poZymiai atitikty genera-
linés aibés elementy savybes. Todé¢l generalinés aibés elementai pasirenkami atsitiktinai.
Konkrecioje imtyje x4, X, X3,..., X, jos elementai yra skaiciai, iSreiSkiantys tam tikrg nagriné-

jamo objekto pozymj. Imties elementai dar vadinami stebéjimo duomenimis.

2. lmties skaitinés charakteristikos

1 pavyzdys. Sakykime, kad atsitiktinai paimty 5 detaliy svoris gramais yra x; = 10,2;
x, = 10,3; x3 = 10,2; x, = 10; x5 = 10,4.

Siuos duomenis surase didéjanéia tvarka, gausime sutvarkyta imtj, kuri vadinama imties va-
riacine eilute.
10; 10,2; 10,2; 10,3; 10,4.

2. Imties plotis. Imties plociu vadinamas didziausios ir maziausios imties reikSmiy skirtumas

Xp — X1

1 pavyzdzio imties plotis 10,4 — 10 = 0,4.

3. Imties centras. Imties centru vadinamas didZiausios ir maziausios imties reik8miy aritmetinis vi-
durkis. Jis Zymimas raide C.

Pavyzdziui, imties 1, 2,5, 3, 7, 6 centras ¢ = % =4,
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4. Mediana. Mediana vadinamas skaicius, dalijantis imties tiirj j dvi lygias dalis.

Pavyzdziui, imties 1, ,5, 7, 9, 16 mediana lygi 7, o imties 2, 3, 4, 5, 6, 11 media-
na lygi 4%5 = 4,5.

5. Dazniy lentelé. Stebé&jimo duomenis patogu suraSyti j lentele, kurios pirmojo-

je eilutéje uzraSome skirtingas variacinés eilutés reikSmes xj, 0 antrojoje suraSoma, kiek karty
Si reikSmé pasikartoja. SkaiCius, parodantis kiek karty elementas pasikartoja imtyje, vadina-
mas to elemento dazniu ir Zzymimas raide my,.

2 pavyzdys. Maryté per pirmgjj trimestrg i§ matematikos gavo tokius jvertini-
mus: 7, 10, 6, 8, 9, 8, 10, 9, 10, 8

Sia imtj uzrase dazniy lenteléje, gauname:

X, | 6 7 8 9 | 10
m, | 1 1 3 2 3

Elementy daZzniy suma yra lygi imties turiui: 1 + 1 +3+2+3 =10

Elemento daznio m,; santykis su imties elementy skai¢iumi n vadinamas santy-
kiniu dazniu ir zymimas taip: py. Vadinasi,

P = %,
n

Lentel¢je esanciy elementy santykiniai dazniai yra: 0,1; 0,1; 0,3; 0,2; 0,3.
Santykiniy dazniy suma lygi 1:
01+01+03+0,2+0,3=1

Dazniy lentele galima pavaizduoti grafiskai. Tam abscisiy asyje atidedame im-
ties reikSmes x4, Xy,..., X;, 0 ordinaciy asyje — jy atitinkamus daznius m,, my, ..., my, (arba
santykinius daznius pj, p3, ... P )- Lentelé, jungianti atidétus taskus, vadinama poligonu.

3 pavyzdys. Tikrinant atsitiktinai parinkty detaliy ilgj, gauti tokie matavimo re-
zultatai:

43,39, 41, 40, 43,41, 44, 42, 41, 41, 43, 42, 40, 42,
41,42, 39, 42, 42, 40, 41, 43, 41, 39, 39, 40, 42, 41

Sudarykite imties variacing eilute, imtj uzrasykite dazniy lentele. Raskite imties
tiir], plotj, didziausigjg ir maziausigjg imties reikSmes. Pavaizduokite dazniy lentele grafiSkai.
Sprendimas.

Imties variacing eiluté tokia:
39, 39, 39, 39, 40, 40, 40, 40, 40, 41, 41, 41, 41, 41, 41, 41, 41, 41, 42, 42, 42, 42, 42, 42, 42,
43, 43, 43, 43, 44.
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Dazniy lentelé

x, | 39|40 | 41 | 42 | 43 | 44

me | 4159|741

Imties ttiris — 30. Didziausioji imties reikSmé — 44, maziausioji — 39.
Dazniy lentelés grafinis vaizdas (poligonas):

e Y

(V=]

(92}

3. Stebéjimo duomenuy grupavimas

Kai stebéjimo duomeny labai daug ir jie paprastai labai ,,negrazts®, skaiciavi-
mams palengvinti stebéjimo duomenys paprastai apvalinami ir grupuojami. Intervalas, ku-
riame telpa steb¢jimo duomenys x4, X,,..., X, paprastai skaidomas ] vienodo ilgio dalinius
intervalus. Kuo dalinio intervalo ilgis bus didesnis, tuo paprastesni skai¢iavimai, bet tuo
didesné bus paklaida. PrieSingai, kuo dalinio intervalo ilgis mazesnis, tuo skai¢iavimai su-
détingesni, bet paklaida mazesné.

Intervalo dazniu vadinamas imties reikSmiy skaicius, patenkantis j §j intervala.

Intervalo daznio ir imties tdrio santykis vadinamas intervalo santykiniu daZniu.

Sugrupuoty duomeny lentelé dar vadinama klasifikuota lentele.

1 pavyzdys. Tikrinant 20 karviy pieno riebumg (procentais), gauti tokie duomenys:
3,68 3,57 3,60 3,64 3,92
3,56 3,82 3,98 3,70 3,66
3,884,004,113913,71
4,09 3,58 3,90 4,14 3,78
Paéme dalinio intervalo ilgj lygy 0,1, suklasifikuosime imtj, uzrasSysime ja daz-

niy lentele. Nubraizysime histogramg — grafinj imties vaizda.
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Sprendimas. Maziausioji imties reik§mé — 3,56, didziausioji — 4,14. Imties inter-

valas [3,59; 4,14] ,,blogai“ dalijasi i 0,1 ilgio intervalus, tod¢l imsime intervalg [3,55;

4,15].
X [3,55:3,65) |[3,65;3,75) |[3,75;3,85) |[3,85:3,95) |[3,95;4,05) | [4,05; 4,15]
my, 5 4 2 4 2 3

Sioje lenteléje my, — intervalo daZnis, t. y. imties elementy skaicius, patenkantis j
duotyji intervalg. Galima laikyti, kad reikSmés patekusios i kokj tai intervalg, yra lygios to
intervalo vidurio reikSmei. Imties tiiris lygus 20, intervaly santykiniai daZniai yra 0,25; 0,2;
0,1;0,2;0,1; 0,15. Siuos duomenis surase | lentele, gauname klasifikuotos imties dazniy lente-

le

Xk 3,6 3,7 3,8 3,9 4,0 41

m 5 4 2 4 2 3

Pk 0,25 0,2 0,1 0,2 0,1 0,15

Norédami nubraizyti grafinj imties vaizda, 0x aSyje atidedame intervalus, o Oy

aSyje — santykinius daznius py,. Po to vir§ kiekvieno intervalo braizomas stulpelis, kurio auks-

tis lygus santykiniam dazniui p;, = % Gautoji laiptuota figlira, sudaryta i§ staciakampiy, va-

dinama histograma. Histograma rodo, kokiomis proporcijomis duomenys pasiskirste pasirink-

tuose intervaluose.

'{_‘T':I:‘
0,25 |

0,2 |
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4. Imties vidurkis

Imties pasiskirstymo désniui apibuidinti vartojama skaitiné charakteristika — im-
ties vidurkis.

Imties x4, x5,..., X, vidurkiu vadinamas aritmetinis vidurkis

X1+Xxo+..4XxXp
- 0

X =

Sugrupuotos imties vidurkis apskai¢iuojamas pagal formulg

X1mq+xXo,mo+..+xXpmy (2)

X =
n

1 pavyzdys. Apskai¢iuosime imties 3, 4, 5, 4, 6, 5, 8, 9, 8, 9 vidurkj.
Remiantis (1) formule, gauname

3+4+5+4+6+5+8+9+8+9 _
10 -

X = 6,1.
2 pavyzdys. Sakykime, kad imtis uzraSyta dazniy lentele
x, | 3| 4]5]6]7]8]09

m. | 1| 2| 46| 42]1

Remiantis(2) formule, $ios imties vidurkis lygus
3-1+4--2+5-4+6-6+7-4+8-2+9-1_6
20 -

X =

5. Imties dispersija

Kita imties x4, x,,..., X, skaitiné charakteristika yra imties dispersija, kuri zymi-

ma s? ir apskai¢iuojama pagal formule

—¥)2 —%)2 ... —%)2
SZ — (x1=X)"+(x2 3;) +-+(Xn—X) (3)

Sioje formuléje X — imties vidurkis.

1 pavyzdys. Apskai¢iuokime imties 2, 6, 4, 6, 5, 2, 1, 2, 3, 7 dispersija.

I§ pradziy apskai¢iuojame imties vidurkj

2+6+4-+6+5+2+1+2+3+7_
10

Remiantis(3) formule, $ios imties dispersija

3,8.

X =

$2 — (2-3,8)2+(6-3,8)2+(4-3,8)%+(6—3,8)2+(5-3,8)%+(2—3,8)2+(1-3,8)2+(2—3,8)2+(3-3,8)2+(7-3,8)2 _
10

=3,96
Sugrupuoty duomeny imties dispersija apskai¢iuojama pagal formule

2 _ (xl—f)2m1+(xz—f)zmz+~~+(xn—f)mk2 (4)

S
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2 pavyzdys. Sakykime, kad zinoma imties dydziy lentelé

X |2 |3 |4 |5 |6 |8 |9 |10

m, [2 |3 |2 |2 |1 |5 |2 |3

Apskaiciuosime Sios imties vidurkj ir dispersija.
Remiantis (2) formule, imties vidurkis
2:24+3-34+4:-24+5:-24+46-1+8:-54+9:-2+10-3

X = = 5,95.
X >0 5,95

Remiantis(4) formule, imties dispersija

§2 — (2—5,95)%-2+(3-5,95)%-3+(4—5,95)?-2+(5-5,95)%-2+(6—5,95)?+(8~5,95)%-5+(9—5,95)-2+(10-5,95)*-3
- 20 -

~ 35,40.
Skaiciuojant dispersija remiantis (4) formule, susidaro daug tarpiniy veiksmy,
todel dispersija patogu skaiciuoti taikant tokig formule
s% = x{p; +x5p; + - + xgpp — x7% (5)
Sioje formuléje X — imties vidurkis, o p;,p;, ..., pj - imties elementy santykiniai
dazniai.

PavyzdZziui, 2 pavyzdZio imties elementy santykiniai daZniai tokie:

2 3 2 2

% = 0,1,% = 0,15,% = 0,1,% = 0,1,
1 5 2 3
% = 0,05,% = 0,25,% = 0,1,% = 0,15,

todél, remiantis(5) formule, imties dispersija lygi
s2=22.01+3%-0,15+42-0,1+5%-0,1+6%-0,05+8%-0,25+9%-0,1 + 10%-0,15-
—5,95%2 = 119,65 — 5,952 ~ 35,40.

Imties dispersija nusako steb¢jimo duomeny iSsibarstymo dydj apie konkrety
taska — imties vidurkij.

Imties x4, x5, ..., x, vidutiniu kvadratiniu nuokrypiu vadinama kvadratiné Saknis
1§ imties dispersijos. Jis Zymimas raide s,

5= V52
Pavyzdziui, 2 pavyzdzio imties kvadratinis nuokrypis
s = /35,40 ~ 5,95.

3 pavyzdys. Atrankinése Saudymo varzybose du moksleiviai pasieké tokius re-

zultatus:

Andrius—-4,5,7,6,5,7,8,7,6,8,6,7,6,8,6,8,9, 8, 10, 9.
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Dainius—-2,4,6,4,6,7,6,8,6,7,9,6,7,8,7,9, 10, 8, 10, 10.
Parasykite im¢iy variacines eilutes, raskite im¢iy plocius ir tirius. Apskaiciuokite iméiy vi-
durkius, dispersijas, vidutinius kvadratinius nuokrypius. Kuris i§ moksleiviy geresnis Saulys?

Sprendimas.

Andrius: imties ttris n = 20, imties plotis — 6; imties variaciné eiluté — 4, 5, 5, 6,
6,6,6,6,7,7,7,7,8,8,8,8,8,9,9, 10.

Dazniy lentelé

X 4 5 6 7 8 9 10 >

my 1 2 5 4 5 2 1 20

*

P 0,05 0,1 0,25 0,2 0,25 0,1 0,05 1

X = x1p1 + x2p3 + - + Xy

X

4.-005+5-01+6-025+7-02+4+8-0,254+9-0,1+10-0,05=7,
sf = x{p1 + x3p; + -+ + xipi —x7%
s?=42.0,05+5%-0,1+6%-0,25+7%-0,2+82-0,25+92-0,1+ 10%-0,05— 72 =
=1.8.
s, = 1,34.

Dainius: imties taris n = 20, imties plotis — 8; imties variaciné eiluté — 2, 4, 4, 6,
6,6,6,6,7,7,7,7,8,8,8,9,09, 10, 10, 10.

Xy 2 4 6 7 8 9 10 >

me | 1 2 5 4 3 2 3 | 2

Px 0,05 0,1 0,25 0,2 0,15 0,1 0,15 1

Xx=2-005+4-01+6-025+7-02+8-015+9-0,1+10-0,15=7

s% =22.005+4%-01+6%-025+7%2-02+82-0,15+9%-0,1+10%-0,15—-7% =
=4,3.
s, = 2,07.

ISvada: Andrius geresnis Saulys negu Dainius.
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6. Ivykio tikimybés radimas imties metodu. Ivykio daZnis

Sakykime, kad n — bandymy skaicius. Kiekvieno bandymo metu jvykis A jvyko
arba nejvyko. k — skaicius ty bandymy, kuriuose A — jvyko. Santykis S vadinamas jvyko A

statistiniu dazniu ir Zymimas

k
Peid} =—.
Indeksas k pabrézia, jog statistinis daznis priklauso nuo bandymy skai¢iaus. Esant
pakankamai dideléms k reikSméms
P(4) = P {A}.
Sig apytiksle lygybe pagrindziamas didziyjy skaigiy désnis, kurj atskleidé J. Bernulis. DidZiy-
ju skaiciy désnio esmé tokia:

esant pakankamai dideliam nepriklausomy bandymy skaiciui, laukiamo jvykio statistinis daz-

nis kiek norima mazai skiriasi nuo jvykio tikimybés atskiro bandymo atveju.

UzZdaviniai

144, Raskite imties 3, 4, 5,4, 6, 5, 8,9, 8, 9 imties vidurkj, dispersija ir vidutinj kvad-
ratin] nuokrypij.

145. Moksleivis per metus gavo tokius matematikos jvertinimus: 6,7, 5, 3,4, 7, 6, 6, 5,
6,54,7,898,6,7,6, 5.

Uzrasykite imtj dazniy lentele ir apskaiciuokite imties vidurkj, dispersija ir viduti-

nj kvadratinj nuokrypij.

146. gaudydamas 1 taikinj Jonas pasieke tokius rezultatus: 2, 4, 5, 3,6, 8, 9, 4, 9, 8, 5,
8,2,3,8, 3,10, 8, 10, 10. Uzrasykite imtj dazniy lentele, raskite imties plotj. Apskaiciuokite
imties vidurkj, dispersijg ir vidutinj kvadratin] nuokrypj.

147. 100 karty matuojant atstuma, gautieji rezultatai suraSyti lenteléje

x. | [80;110) | [110;140) | [140;170) | [170;200) | [200;230) | [230; 260) | [260; 290) | [290; 300]

my 2 5 16 24 28 18 6 1

Raskite santykinius daznius, imties vidurkj, dispersijg ir vidutinj kvadratinj nuokrypj.
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ATSAKYMAI
| skyrius

KOMBINATORIKA

1. 9. 2. 30. 3. 90. 4. 600. 5. 60. 6. 9:9-8=648 7. 6! 8. A%,.9. AS,. 10. A3.. 11.
0,543%,.12. A3.13. A3. 14. A3. 15. AL + A2+ A3+ A% + A% = 325.16. A2 — A3. 17. Sprendi-
mas. PenkiaZenkliy natiiraliyjy skaiciy yra A2 — A} = 96, keturZenkliy - A% — A3 = 96,
trizenkliy - A} — A% = 48, dvizenkliy - A% — A} = 16, vienaZenkliy - 4. I$ viso 260. 18.
3A43.19. 12; 12. 20*. Sprendimas. Kiekvieng skaitmenj kiekviename skyriuje galima paradyti
P, = 2 kartus. Todél, sudéj¢ vienetus gauname 2(2 + 3 + 5) = 20, sudéje desimtis, gauname
200, sud¢je Simtus, gauname 2000; 2000 + 200 + 20 = 2220. 21. 4. 22. 8; 9; 10. 23. 256. 24.
1; 2; 3. 25.a) 4; b) 2. 26. a) 5; b) 15. 27. a) 2652; b) 35; c) 40320. 28. a) 7; b) 5; c) 3; d) 6. 29.
5! 30. 6! 31. 10! 32. P,4!33. P;y — Py.34. a) P5, b) P,. 35. 2!5! - 6!. 36. 3! 5! - 2! 37. k(k+1).
38. 10. 39. a) 18; b) 190; c) 6. 40. a) 5; b) 14; ¢) 17.41.a) 5;6; 7;8;b) 5;6; 7;¢c) 1 <x < 9,
x € N.42. (12; 5). 43. C%,. 44. C%,. 45. 21. 46. C3,. 47. CZ, — 10. 48*. Sprendimas. Dvi ke-
turkampio jstrizainés susikerta viename taske. Vadinasi, yra tiek jstrizainiy susikirtimo tasky,
kiek galima sudaryti keturkampiy, t. y. C{,=210. 49. C3 - C3. 50. €3 - C3. 51. C2 - C3s. 52.
Cso— C3,.53.C2-C3,.54. C? - C3,.55. C3 — C3, — C4 - C4,.56. C2, - C3..57. C2 — C? + 1.
58*. Sprendimas. I§ 10 zmoniy 5 Zmoniy komisijg galima sudaryti C;, biidu. I3 §io skai¢iaus
reikia atimti skai¢iy komisijy, kuriose néra né vieno deputato, t. y. C5. Gauname Cy, — C§ =
196. 59. 3?—;' = 60. 60. 2% = 180. 61. 4!5! - 2. 62. 12. 63. 5*=625. 64. 35.65. 210.66. 28,
67. 5°. 68. a) 66; b) 13; c) 1105. 69. C2° = C20. 70. Cj& = C}2.71. Cl3 = CX. 2.
—2099520x3. 73. 84a. 74. a) 15; b) 495. 75. 10. 76. 1120. 77. a) 271%9¢3%; b) = (5)12. 78.
378.79. —C5,x3.80.7.81. C8,x3.82.7; 14

Il skyrius
TIKIMYBIU TEORIJOS PRADMENYS

83. A ir C. 84. Negalimieji jvykiai — A ir C. Bitinieji — D, B. 85. Negalimieji ivy-

kiai — B ir D. 86. Ne. 88. i. 89. 9. 90. i 91. P(A) = i; P(B) = >.92. =, 93.-=. 94.
36 365 365"
C3-C3s CZS osc4 ng 51316

95. % 96. % 97. L. 08, C% . 99. . 100. Cl; Ciz 101, CC312. 102.

16 20 10 100 30 25 36 36

.110. ) 0,3; b) 05. 111.

. 103, ——.

104, 55 105, Se-C 106, 322 107, 22, 108, 2% 109,

30 36 20

41212!
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e 5.2.0 2 Cso Ci-Cly ¢3¢t o 2Cts _
112. & 113. @) 3;b) 530) 4 114, 5 115, S5 116, S52n 117, 22118, a) 50 =
1.7
Z;p) Zie =2 119.0,3.120.0,4. 121. = 122. 2. 123. 2 124. 2. 125. 0,48. 126. —. 127.
15 Cie 15 12 11 75 6 12

%. 128. 0,63. 129. % 130. % 131. MX = 2: MY = 6,8. 132. 3,5. 133. 0,8. 134. MX = 25: DX =

0,45. 135. MY = -1,5; DY = 0,45. 136. MX =1, DX = 0,5. 137. MY = 1; DY = 1. 138. MX =
=4,7, DX =1,21. 139. MY = -1,4; DY = 1,44. 140. MX = 0; DX = 0,6. 141. MY = 0,6; DY =
=3,24.142. MX = 8; DX = 8. 143. MY = 0,1; DY =1,29.

I11 skyrius
MATEMATINES STATISTIKOS PRADMENYS

144. x = 6,1; s? = 4,49;s ~ 2,12. 145. Imties tiiris n = 20. DaZniy lentelé

X, 3 4 5 6 7 8 9

my, 1 2 4 6 4 2 1

P 0,05 0,1 0,2 0,3 0,2 0,1 0,05
n=20;x=6; s>?=21;s=1,45.

146. Dazniy lentelé

Xy 2 3 4 5 6 8 9 10

m, | 2 3 2 2 1 5 2 3

Pr 01 | 015 | 01 01 (005|025 01 | 0,15
Imties plotis 8. ¥ = 5,95; s? = 35,40; s = 5,95.

147. Santykiniai dazniai: 0,02; 0,05; 0,16; 0,24; 0,28; 0,18; 0,06; 0,01.
X = 201,20; s?=1753,56;s ~ 41,88.
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