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Leidinélis ,,Kompleksnis matematikos kurso sisteminimas” — tai referatas, kurj
esu skaiciusi ir Respublikiniuose, ir Sgjunginiuose pedagoginiuose skaitymuose 1988 m. Tai
mano darbo patirtis ruoSiant mokinius tiek brandos, tiek stojamiesiems egzaminams. Tokia
darbo metodika man palengvino sékmingai paruo$ti mokinius egzaminams. Tai joks receptas
tvirtoms matematikos Zinioms jgyti, o tik darbo patirtis. Skiriu ja Respublikos mokytojams ir

biisiu laiminga, jei ja pasinaudos bent pradedantieji mokytojai.

Autoré



Organizuojant baigiamajj kartojimg 10—12 klasése, mano manymu, svarbiausias
mokytojo uzdavinys — pasiekti, kad kartojimas nebiity vien paprastas, primityvus iseitos
medziagos atgaminimas ir jtvirtinimas. Jei kartojame neapgalvotai, parinkdami uzdavinius,
kuriuos galima iSspresti vienos siauros temos ziniomis, panaudojus tam tikrg algoritma,
neiSrySkiname sistemos, neiSskiriame sprendimo pagrindiniy akcenty, tai tokiomis
pamokomis sukeliame mokiniams nuobodulj, neugdome jy kiirybiniy sugeb¢jimy ir, Kol

kartojame logaritmus, uzmirStame trigonometrija, progresija, iSvestines, integralg ir t.t.

Taigi kursg kartojame 19-20 pamoky, o egzaminy laukiame su baime. Antra
vertus, kartojimas, organizuojamas pateikiant vadovélio gale esancius uzdavinius,
nejungiancius keliy temy kompleksiSskai, mano giliu jsitikinimu, néra kiirybinis darbas.
Neugdydami mokykloje kiirybisSkumo, stokosime kiirybiskai dirbanc¢iy inzinieriy, darbininky
ir net moksliniy darbuotojy. Trecia, esu tikra, kad geras kurso kartojimo organizavimas — tai
pirmiausia kiirybinis mokytojo darbas: tai ir planavimas, ir mokomasis procesas. Kartojimo
pamokose labai svarbu sumaniai vadovauti mokiniams, neuzgozti jy savarankiSkumo,

kiirybinio polékio, iniciatyvos.

Visam gyvenimui i§ mano pedagoginés praktikos iSliko atmintyje jvykis,
privertes giliai susimgstyti, persiorganizuoti pedagoginiame darbe. 1974 metais, déstydama
penktoje klasé¢je, ,,Kvanto® Zurnalo skyrelyje ,,Kvantas maziesiems* radau uzdavinj: ,,I§
negyvenamos salos iSplauke valtis, kurios pagaminimui Robinzonas paaukojo 18 mety. Ant jo

peties tup¢jo paptiga, ir Stai kg ji jvairiais gyvenimo momentais kartojo:

1. Laikykis mangs, mes iSplaukiame j kranta, klausyk manes, nes man tris kartus

mety daugiau negu tau.

2. Dar nei vienas laivas neatplauke, reikia patiems statyti laiva, jurg a$ pazjstu

gerai, juk nugyvenau du tavo gyvenimus.

3. Tvirtinkim irkla, mes dar pagyvensime, nes man pusantro karto daugiau mety

negu tau.
Kiek gi laiko Robinzonas pragyveno saloje ir kiek mety paptiga?“

Kiek karty beskaiCiau salyga, kaip besudaring¢jau lygti, atsakymo, nurodyto
zurnale, negavau. Ir Stai uzdavinj pateikiau savo mokiniams, i§sakydama ir savo abejones dél
atsakymo. Vienas i§ mokiniy, pakiles i§ suolo, pasitilé samprotauti garsiai kaip sudarinéju
lygti, o jie, mokiniai, pabandysig kritikuoti. Prad¢jusi skaityti pirma sakinj ir komentuoti, ka

pazymesiu nezinomuoju sudarant lygtj, iSgirdau, kad darau loging klaidg. Vos vienuolikos
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mety mokinys per minute pastebéjo tai, ko nepastebéjau aS visg vakarg: paptga tik kartojo
Robinzono mintis, ir sakinys ,,a$ trigubai vyresne¢ uz tave* - reiske, kad tuo laiku Robinzonas

buvo vyresnis uz papiiga trigubai.

Ne veltui sakoma, kad japony vaikas, mokantis vaikscioti, pakeltas ant ranky
pradeda verkti, o mes, savo mokiniy sparnus auginame, stipriname ilgus metus, o pakilti ir
skristi jiems bijome leisti. 12 mety mokytojo vadovaujamas mokinys zengia matematikos
mokslo labirintais, suzinodamas vis naujas matematikos tiesas, kurias reikia sujungti j vieng
visumg. Kartojimas turi buiti kryptingas, sisteminantis visg iSeita kursa, atskleidziantis jo
svarbiausias ypatybes, ry$i su kitomis temomis, kartu jis turi biiti lavinantis ir aktyvinantis
mokiniy mastyma, o svarbiausia — nukreipiantis mokinius taikyti jgytas zinias kompleksiskai.
Isitikinau, kad Sitaip dirbant galima pasiekti ne tik giliy ziniy, ne tik suformuoti tvirtus
mokiniy skai¢iavimo jgidzius, bet ir iSmokyti mokinius daryti iSvadas, apibendrinti,

analizuoti. Taip sprendziamas ir mokiniy savarankiSkumo ir kiirybisSkumo ugdymo klausimas.

Be to, savo darbe vadovaujuosi principu — kartojimo medziaga turi biiti
perteikiama ant tvirto ankstesniy ziniy pamato. Tuo tikslu visus metus, ar tai déstydama nauja
medziaga, ar tai sudarydama iSeito skyriaus jtvirtinimo jgtidZius, nuolat kartoju ir kitas temas.
Mokiniy teoriniy Ziniy spragos lyginamos pamokose, jvairiai organizuojamose konsultacijose,
1skaitose. Eksperimentuodama nustaciau, kad efektyviausias Ziniy kartojimo budas — jskaity
savaité. Mokiniai, gave teorijos klausimus bei uzdavinius praktiniam tos teorijos pritaikymui,
kasdien po penkis rastu atsakinéja, tai ko iSmoko. Po to per 10—15 minuciy abipusio
bendravimo iSsiaiskinu, kaip mokinys sgmoningai ir tvirtai iSmoko kursg, pateikdama visa
serijg klausimy. Tiems, kurie jskaitos neislaiké, skiriu Kitos savaités papildoma diena,
reikalaudama, kad jskaitg iSlaikyty. Per metus dvyliktoje klas¢je paprastai organizuoju

keturias jskaitas.

Pirmoji: kvadratiné funkcija, kvadratine lygtis. Vietos teorema, kvadratiniy

nelygybiy sprendimas. Intervaly metodas ir Siai temai pritaikyti uzdaviniai.

Antroji: logaritminé, rodikliné funkcijos, jy savybés. Logaritmy savybés.

Logaritminés, rodiklinés funkcijy iSvestinés, pirmykstés ir jy taikymui skirti uzdaviniai.

Trecioji jskaita skirta trigonometrijos kurso Kkartojimui: sinuso, kosinuso,
tangento grafikai ir savybés. Pagrindinés trigonometrinés tapatybés. Sudéties formulés,
dvigubo argumento formulés ir jy iSvedimas. Trigonometriniy funkcijy sumos keitimas,
sandauga. Trigonometriniy lygciy sprendimas. Uzdaviniai skirti tapatybiy, lygc¢iy ir nelygybiy

teorijos jtvirtinimui. Trigonometriniy funkcijy iSvestinés bei pirmyksteés.



Ketvirtoji jskaita — laipsnis. Aritmetiné Saknis. Skai¢iaus modulis. Veiksmai su

laipsniais ir Saknimis. Laipsninés funkcijos iSvestiné. Reiskiniy prastinimas ir racionaliosios

lygtys.

Iskaity iSdéstymo tvarka gali buti jvairi, o jy organizavimas ir pravedimas atima
mokytojui nemazai laiko, bet per eile mety jsitikinau, kad tai geriausias biidas medziagai
susisteminti, jtvirtinti, likviduoti ir teorijos, ir praktikos spragas. Kiekvienoje kartojimo
pamokoje stengiuosi iSmokyti mastyti, sukurdama optimalias salygas, parinkdama uzdavinius,
stimuliuojanéius mastyma. Ir matematikos teorijos pamokoje, ir kartojimo pamokose siekiu
loginio iSbaigtumo, nepamirSdama, kad pamokoje dedamas pagrindas sékmingam
savarankiSsko namy darby atlikimui. Tod¢l, planuojant kartojimo pamokas, itin svarbus

uzdaviniy parinkimas namy darbams.

1980 metais i$leidau abiturienty laida, kurig mokiau nuo penktos klasés. Taigi
visos mokiniy klaidos ir geros zinios — mano. Per stojamgji egzaming du mano mokiniai,
turéje penketus i§ matematikos, gavo trejetus, o i$ kity penketukininky dauguma gavo
ketvertus. Atrodé, Sitiek jdéta darbo ir toks akibroksStas! Pakalb&jau su auklétiniais,

stengdamasi i$siaiSkinti, kod¢l taip atsitiko, kodél jie neiSsprendé, man atrodo, visai nesunkiy

uzdaviniy.
Stai tie uzdaviniai. Iispreskite nelygybes:
. n(3n?+1)-2n° 5 .
lim,,_ e 3 (D) < x 3x;
3n?-2n+1,

9% — 10 - 314+ 4 > limy,o——)
n<+2n+1

v 2
xx*3l > xT,]eLgu f(x) =In(9 —x?) — ﬁ

Arba: 1. Raskite skaigius A ir B, kad funkcija f(x) = Asinx + B tenkinty salyga f'(c) = 1 ir
fonf(x)dx = 2.

Pagrindinis motyvas, kodél jie jy neiSsprendé arba sprendé tik dalinai —
iSsigando salygos, trijy keturiy temy, sujungty i vieng. Todél tolesniame darbe nutariau

mokinius mokyti spresti uzdavinius, jungiancius kelias temas ] vieng.

Kaip tai darau praktiskai? Kartojant trigonometrijos kursa, pirmiausia
susisteminu teorine medziaga. Sia pamoka organizuoju jvairiai. Akivaizdi nauda mokiniams

6



yra jskaitos organizavimas. O geriausiai pavykes pamokos tipas yra pamoka — Sseminaras.
Prie§ savaite mokiniams pateikiu po du klausimus (vieng klausimg gauna du trys mokiniai),
paskelbiu biisimos pamokos tema, pateikiu plang, reglamentg. Pamokoje dirba mokiniai, o a§
tik susisteminu pakartota medziagg. Atsakinéjantys jskaitoje turi kalbéti trumpai, bet aiSkiai.
Pavyzdziui, mokiniams, nagrinéjantiems funkcijos y = cosx grafikg ir savybes, galima pateikti

tokius klausimus:

1. Kokiu principu ir kuo remiantis i§ funkcijos y = cosx grafiko gauname

grafikg funkcijos y = arccosx,y = sinx ?
2. Pavaizduokite grafika funkcijy:

y = glncosx y = zlogz(—x) y = elnlcosx|

y = |sinx -ctgx|,y = 3cosx irt.t.
3. Raskite funkcijos y = log; cos x apibrézimo sritj.

Mokytojui su mokiniais nebiitina nagrinéti visy trigonometriniy funkcijy
grafikus ir savybes lentoje. Svarbiausias tikslas — iSmokyti nubrézti grafikg ir mokéti jj
skaityti, nustatyti rysj tarp kity trigonometriniy funkcijy. Klausydama pranesimy, atkreipiu
mokiniy démes;j ] tai, kad sudéties formulés yra raktas visoms trigonometrijos formuléms
gauti. Cia itin svarbu, kad mokinys pajusty viso trigonometrijos mechanizmo sudarymo
désningumg. Tai jsisgmones, nesunkiai iSves formule pats, jei ja biity pamirSgs. Po tokio
teorinio seminaro namy darbams skiriu pakartoti visiems lyg€iy sinx = a, cosx = aq,
tgx = a sprendimg. Be teorijjos, namy darbams skiriu pacias elementariausias
trigonometrines lygtis, kurioms iSspresti mokiniai priversti perzZidiréti teoring medZiaga.

ISspreskite lygtis:
. X X . 5T
1. 2sin= cos= = sin—
2 2 2
. . 41T
2.sin4x cos5x + cos4x sin5x = cosm — cos—-

3.In1+ sin6xcos2x — sin2xcosb6x =0

332 — 252

. 1
4. cos?*3x — sin?3x = -
8 29

5.sin(2x + %) sinx — cos(2x + %) cosx = cos%ﬂ
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.tg§+ tgx =tgx tgg

. Raskite a reik§miy aibe, prie kurios lygtis cos 3x = 2a + 7 turi sprendinius.

Tokios uzduotys skatina mokinius pakartoti lyg€iy sprendimo algoritma,

pasitikrinti savo raStinguma, permastyti pamokoje jgytas Zinias, jas jtvirtinti ir pakartoti.

Antrag kartojimo pamoka skiriu trigonometriniy lygciy sprendimo biidams

susisteminti ir jtvirtinti.

P

1

amokos medziaga atrodo taip:

. Lyetys kvadratinés arba suvedamos ] kvadratines vienos ar Kitos

trigonometriné

s funkcijos atzvilgiu:

[EEN

. sin%2x = 3 + 2sin2x
. 3sin?(x — g) = 3cos (x — g)
.1 — /3 sinx = cos2x

.cos(4x +2) —3cos(2x+1) = -1

. Homogeninés arba lygtys suvedamos 1 homogenines:

. sin%?2x — 3sin2xcos2x + 2cos?2x =0

. c0S%3x = cos3xsin3x

. 4sin’x + 8sinxcosx + 10cos?x = 3

. sin2x + 5cos?x = 4sin?2x + 4cos?2x

. Lygtys, sprendziamos pakeiiant suma sandauga. lygia nuliui:

.cosx + cos3x =0

. cosx — sinx =2

. sin7x — sinx = cos4x

.1+ cos2x + cosx = cos*45° — sin?135°

. Trigonometrinés lygtys, turintios pasalinius sprendinius:




1. sinx + tgxctgx = 2

2. 2sinxctgx + 1 = cos(—x)

3. 2cosxtgx + sin(—x) =1
4.2cos2x — 3cosx +1 =tg7m - ctgx

Visai nebitina spresti visas lygtis. IS pirmo ketverto sprendziame antrg ir trecia, i§ antro —
vieni sprendzia pirma ir tre€ig, Kiti antrg ir ketvirtg. Tik lygtis su pasaliniais sprendiniais visas

iSsamiai iSnagrinéjame.
Namy darbams iSspreskite tokias lygtis:
1.3+ tg2x = 2tg(m — 2x)
2. 3sinx + cos2x = 2 - 0,4!08045in15° . ( 1 gl0Bos V2€0STS®
3. 3sin’x — 2sin2x + 5cos?x = 4log; tg60°
4.3cos2x + 4sinx — 1 = 2ctg 97” - tgx

Pamokoje visas mano démesys skirtas lyg¢iy sprendimo tipams pakartoti, jiems
susisteminti. Todél jau neblaSkau mokiniy démesio mintinio skai¢iavimo elementais,

reikalaujanciais tvirty ziniy.

Trecioje ir ketvirtoje kartojimo pamokose svarbiausia laikau priminti ir jtvirtinti
trigonometriniy lygéiy sprendiniy atrinkimg nurodytam intervale. Si tema aktuali jsitvirtinus

naujai matematikos egzamino formai universitete.
Pateikiu Sios pamokos uzduotis.

Klaséje:

T T

1. Isspreskite lygti 1 + sin2x = (sin3x + cos3x)?,kai x € [ 4;4] ir raskite
lygties Sakny suma.
2. Raskite lygties f'(x) + 2cos?2x = q'(—2) didziausiag neigiamg $aknj

laipsniais, jei f(x) = V2 — 5x — 2,5c0s2x; g(x) = —0,2tg(5x + 10).

3. Raskite lygties |sinx| = sinx + 2cosx Sakny, esanéiy intervale [0;4m]

skaiciy.



4. Raskite funkcijos y = 0,5sin2x — sinx grafiko tasky, kuriuose liestiné

lygiagreti tiesei y = —x + 3, abscises, priklausancias atkarpai [0; 27].

—sinx
(x-4)2 "

Likus laikui, gabiems mokiniams sitilau i$spresti lygtj:|sinx| =

Namams skiriu tokias uzduotis:

1. Raskite lygties |cosx| = cosx + 2v/3sinx sprendiniy suma, esanéia intervale

[—2m; 2m].

2. Raskite funkcijos y = 0,5c0s2x + cosx — x grafiko tasky, kuriuvose liestiné

statmena tiesei y = x + 2, abscisiy, priklausanciy atkarpai [0; 27] skai¢iy.

3. Raskite funkcijos y = cosx + %sian — /3sinx — \%cosfﬂx kritinius taskus

intervale [0; 27].

IS pirmo zvilgsnio atrodyty, kad pamokos medziaga gausoka ir sunkiai
prieinama kiekvienam abiturientui. Taip buty, jei mokiniai dirbty spontaniskai, nebity
ruoSiami tokioms pamokoms. Antra, mazdaug pusé abiturienty stoja i specialybes,
reikalaujancias gerai mokéti matematika, o mes, mokytojai, manydami, kad mokiniai
pernelyg apkrauti, lengviname pamokos medziaga, namy darbams duodami uzdavinius,
esancius tik vadovélyje. Todél, norintys testi mokslg aukstojoje mokykloje priversti ieSkotis

korepetitoriy, jtemptai dirbti savarankiskai.

Realizuodama pamokos tikslus, noriu parodyti, kad joje nieko neleistino néra,

kad viskas sukonstruota, jtvirtinant matematikos Zinias.

Pradésiu nuo pirmosios lygties. Ja sprendZiant, primenu lygties sprendiniy,

esanciy nurodytame intervale, atrinkimg. Turime

1 + sin2x = (sin3x + cos3x)?,jei x € [—%;ﬂ.

Pakéle deSing puse¢ kvadratu ir pritaike dvigubo argumento formule, gauname:
1+ sin2x = 1 + sin6bx, sinbx — sin2x = 0 arba 2sin2xcos4x =0

Taigi turime sin2x = 0 arba cos4x = 0.

v x- k
Is01a:x=7n,kEZ, arbax=§+%n,nEZ
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. o - : . : : ko, .
Belieka atrinkti sprendinius, priklausancius intervalui [—% ;g]. Jel x = %, tai —g <

T[l
e

N |-

<k< lerkeZtalk 0,0x=0.

3

: 3 1,
Jel =—+— tai —= <= +—HSE —Z<B<E —2<n<-,irne
4 4 4 8 4 8 2 2

Z,tain=—-1lirn=0,0x = % irng.
Atsakymas. %T ; 58; 0.

Spresdami  lygtj |sinx| = sinx + 2cosx intervale [0;4m], pirmiausia
prisimename skai¢iaus modulio apibrézima, ty. |x| = x,jeix = 0,0 |x| = —x,jeix < 0.
Siuo atveju lygtis virsta nesudétinga lygtimi. Tai jsitikina mokiniai, panagrinéje sinuso

grafikg intervale [0; 47].

Taigi: y = sinx, kai x € [0; 4x];
Jei x € [0; ], arba x € [2m; 3], tai sinx = sinx + 2cosx.
Jei x € [m; 2m]arba x € [3m; 47], tai - sinx = sinx + 2cosx.

Pirmuoju atveju: sinx = sinx + 2cosx, tai cosx = 0,x = % + km, kai keZ, kadangi

x€[0; ] ir x € [2m; 3], tai tradiciniu budu arba i$ grafiko gauname x = g X = 5;”
Antruoju atveju gauname:
—sinx = sinx + 2cosx; —2sinx = 2cosx I: cosx # 0;tgx = —1;x = —% + ntn, neZ, 0
. . 5
kadangi x € [mr; 2r] ir x € [3m; 4m]; x = %ﬂ;x = %.

Ieskoma sprendiniy suma intervale [0; 47] bus 8,57.

Spresdami lygtj f'(x) + 2cos?2x = q'(—2) (9psl.), apskaiciave isvestines,
gauname lygtj 2sin?2x — 5sin2x + 2 = 0.

Ja i§sprende, gauname x = (— 1)” = + —;n € Z. I8 ¢ia didZiausia neigiama Saknis -105°.

Sprendziant ketvirta, sunkiausig uzduotj (10psl.) prisimename liestinés lygtj,
1Svestinés geometring prasme, salyga, nusakancig tiesiy lygiagretumag bei statmenumg. Taigi
turime: y = f(xo) + f'(xo) (x — x0), kur x, lietimosi tasko abscis¢, o k = f'(x,) = —1, nes

liestinés krypties koeficientas lygus jai lygiagrecios tiesés y = —x + 3 krypties koeficientui.
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Cia pravartu prisiminti ir tiesiy statmenumo salyga, t.y., kad krypties koeficienty sandauga
lygi ,,-17.
Turime: k = f'(xy) = cos2xy — cosxy, 0k = —1, tai cos2xy, — cosxy = —1,

1+ cos2xy, — cosxy = 0, gauname cosxy = 0,arba cos2x, = —1, t.y.

T
Xo = 5 + wk, keZ, Xo =t =+ 2nn,neZ

wl S

Pagaliau atrenkame tasky abscises, priklausancias intervalui [0; 27].

3

.. 51
Talgi gauname: R e R

N[

-T[-
37

Kas padaryta tokioje pamokoje, kelios temos pakartotos?

Pakartojome lygéiy sprendimo elementariausius atvejus — trigonometriniy,
trigonometriniy funkcijy pirmykste, funkcijos y = sinx grafikg ir  pastovaus Zenklo
intervalus, skai¢iaus modulio apibrézima, liestinés lygtj, iSvestinés geometring prasme, dviejy
tiesiy lygiagretumo ir statmenumo sglyga, sprendé, kaip atrinkti sprendinius nurodytam
intervale, kaip rasti jy suma, Sakny skaiCiy. Mokant atrinkti trigonometrinés lygties
sprendinius nurodytame intervale, mokiniai daznai klausia, ar visada bitina taip konstruoti §j
atrinkimo procesa. Atsakau, kad ne, ne visada, bet, jei intervalas gana didelis — bitina.

Norédama pademonstruoti §io biido privaluma, pateikiu pratima:

Raskite lygties sin?4x + sin4x —2 =0 Sakny sumg intervale [0;50m].

ISsprende gauname:

sindx = —2 (sprendiniy néra) arba sindx =1 ir

X =%+nz—k,keZ,be to x € [0; 507]; tai turime 0 Sg+%k < 50m;

Vadinasi, turime Simtg Sakny, kuriy suma reikia rasti. Prisimename aritmetinés progresijos
nariy sumos formule:

_ (H/gtT/g+99™/5)

S
100 ,

= 2487,5m.

Trigonometrinés lygties sprendiniy atrinkimo klausimg galima labai graziai spresti, net

neformuluojant uzduoties iSspresti lygtj. Pavyzdziui:
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1. Raskite funkcijos y =%cost+sinx didziausig ir maziausig reikSme

. mT T
intervale [——;—].
4’4
2. Raskite maziausig teigiama reikSme, prie kurios funkcijos iSvestiné lygi
L 1 3 .
nuliui, jei y = —5c053x - %stx + cosx.

3. Nustatykite didziausig neigiamg kintamojo x reikSme, su kuria funkcijos

y = cos2x — 5cosx + 3 grafikas kerta OX a§j.

4. Raskite x reikSmes, priklausancias intervalui [—10; 1], prie kuriy galioja

lygybe y(x) = g(x), jei y(x) = 9" F ir g(x) = 3- ¥ +6.
Sprendziant, kada y = ax? + bx + c bus teigiamas visoms X, sifilau i§spresti:

1. Su kuriomis realiomis a reik§mémis funkcijos
y= (1 —logia)x? — 2(3 + +log: a) x +5—log:ia yrateigiama visoms X.
8 8 8

2. Raskite visas p reik§mes, kurioms esant i§raiska lg((p — 1)x2*2P* 4+ 3p — 2)

apibrézta visoms X.

x2+mx—1

T < 1 yra teisinga bet

3. Raskite m reikSmes, su kuriomis nelygybé

kurioms x.

Manau, kad tokius uzdavinius biitina mokyti spresti pamokose, nes niekas kitas
taip akivaizdZiai neapibiidina mokinio matematinio iSprusimo, kaip mokejimas spresti

uzdavinius, jungiancius kelias temas, o antra — iSmokti spresti galima tik dirbant.

Turbtt nereikia sakyti, kad tokiai pamokai pasiruosti labai sunku. Kiekvieno
mokytojo svajoné, jog naujuose vadovéliuose buty Zymiai didesnis démesys kurso kartojimo
uzdaviniy skyriui, kad mokytojui nereikéty rankioti uzdaviniy i§ jvairiausiy rinkiniy, o
mokiniai juos turéty visada po ranka, neieSkodami papildomos literatiiros. Be to, toks
uzdaviniy parinkimas skatina giliau pazvelgti | salyga, iSmokyti ja perskaityti, kelti
matematinj raStingumg. Programos reikalavimai vercia mokytoja ir mokinj dirbti atidZiau,

ripestingiau, laiku likviduoti mokiniy Ziniy spragas.

Pateikiu kai kuriy savo pamoky medziagg.

13



Aritmetinés progresijos kartojimas

1. Raskite aritmetinés progresijos sumg Sy, jei a; + a9 = 8.

2. Aritmetinés progresijos suma apskaic¢iuojama pagal formule
Sp = %nz — 5n. Raskite tos progresijos penktajj narj.
3. Isspreskite lygtj (1 + 2 + 3 + 4 + -+ + 50)?1081275% = 4,

4. Raskite tokias n reikSmes, prie kuriy seka vn —1, /5n —1, v12n + 1 yra

aritmeting progresija.

5. Prie kuriy a reik§miy seka 1+ sina; sina; 1+ sin3a yra aritmetiné

progresija.
6. Raskite sumg visy lyginiy trizenkliy skaiciy.
Namy darbams:
1. Isspreskite lygtis: Igx + lgx? + lgx3 + -+ + lgx'°® = 5050;
52.5%.56,..52% = 0,275,

2. Turistas, kildamas ] kalna, pasiekia 800m aukstj per lh, o kiekviena kit
valandg pakyla 25m maziau, negu pries tai buvusia. Per kiek valandy turistas pasiekia 5700m

aukstj?
3. Duota a; = —20,a,4+1 = a, + 4. Raskite a,, .

Be galo mazéjancios geometrijos progresijos kartojimas

Klas¢je: 1. Apskaiciuokite reiSkinio reik§me

3log12

2. Raskite x 18 lygciy:
- 1 1
1)167%-25% =1+ -+ =+ -
5 25
2) 2tg?(x + 4) + tg(x + 4) = %(1 +§+%+ )

1.1 1
3) (3(1—5+Z—§+...))210g2x:4_
14



) 131x 1
3,5)+ /9 —2,0(15) 0,15

5) (3; (1) -1, (3))10g9xx = (4’ (2) -2, (4))10gx9x

Namy darbams:

3x2-18x

1.327 15 = (0,(13))08755in30°

2.10g, 256 = 4((2 —V2) + 22+ 222 4 )

3.log,(x — 0,666 ...) —log,(x — 0,833 ...) + log, 5 = log, 15

ISvestiniu apskaiiavimas ir taikymas.

242

2(2x+1,5)

1. ispreskite nelygybe f'(x) < g'(x), kai f(x) ===, g'(x) = =

2. Raskite ' (%), kai f(x) = 4x + —— ir isspreskite lygtj

¥ =Tx+2 =[x =42 =)
3. Iispreskite nelygybe: [x2 — 4| > f’ (%n) — 2x, kai f(x) = sin®x.
4. Isspreskite lygti f'(x) = 0, kai f(x) = 2x — 0,25sin4x + 0,5sin2x.
Gabiems mokiniams:

: 30— /(=D
Isspreskite nelygybe: 351 < 6T,jei fx) =

Namy darbams:
1. Jrodykite, kad y' = 0, jei y = tg?x sin®x — tg?x + sin’x.
2. Isspreskite lygti g'(x) = y'(x),jei g(x) = 3x + 2 ir y(x) = 3In(x — 2).

3. Iispreskite nelygybe |9 — x?| < 8x + f' ( ) kai f(x) = cos4x + 2x.

15



Siai temai pakartoti skiriu jskaitinius uzdavinius:
1. Raskite didziausig neigiamg sveikajj skaiciy, tenkinantj nelygybe

30— 6x + x?

> 7f'(0), kai f(x) =

Ats. -5.
2. Raskite didziausig sveikajj skaiCiy x, su kuriuo teisinga nelygybé

3x3 —3x%2—-2x+1

7V 2
2x—1 +7V2

lx — 1|(x — 4) = %f’(l)(x2 — 4),kai f(x) =
Ats. 1.
3. Raskite lygties f'(x) + % = sin’x + f () sprendiniy sumg (laipsniais), kai
€ [—90°%0°] ir f(x) = E + %sian - CoS2x .
Ats. —120°.

f()

4. Raskite didziausig neigiama sveikaji skaiciy,

kal fx) =

tg2x— tgx+1
Ats. -3.
5. Raskite didziausig sveika skaiCiy, tenkinantj nelygybe

2
3_3 T

(Ix — 21 + 3f'(0)) (x — 3) < 0, kai f(x) = soias 204

Ats. 4.

6. Raskite maziausig teigiamg lygties 3sin?5x + f'(x) = 3w + f () Saknj
laipsniais, kai f(x) = 1,4sin5x — 3x + tgm.

Ats. 18°.
7. Raskite didziausig sveikg skaiciy, tenkinantj nelygybe
1
x|x —4| < f(g),kai f(x) =Bx+1)-(9x% — 3x + 1 + cos3mx).
Ats. 5.
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8. Raskite maziausig sveika x reikSme, su kuria teisinga nelygybé

sinx

F@

X —2

>’_3’k'()— + A 4x—D2 45
2x_l,azfx— ( xz) n“5.

sinx — sin3x

Ats. 3.

9. Isspreskite  lygtj 2f"(x)(V3x + 1 —1) = 3x + 4f'(0), kai f(x) =

Ats. 5.
10. I8spreskite lygtj 1 — xefJ:Zx) =x—f(1),kai f(x) = \/?
Ats. 9.

11. ISspreskite lygtj
VF'(x) =g (x),kai f(x) =3x—12In(x + 3),0 g(x) = 20vVx + 3 -x + w2
Ats. 13.

12. Raskite lygties f'(x) + f(0) = g'(x) + 2g' () Sakny skaiciy,
priklausanciy intervalui (— TT; n), kai f(x) =2x +cos2x+3,0g(x) =m +

2sinxcosx.
Ats. 3.

13. Raskite lygties f'(x) + f'(mw) = 2f(0) maZiausig teigiamg Saknj laipsniais,
kai f(x) =2+ 6x — 1—12 (10sin6x + sin12x).

Ats. 10°.

14. T8spreskite lygti f'(x) + 7 = g(x) + g'(0) ir raskite didziausig sprendinj
laipsniais i§ intervalo [0°; 360°], kai f(x) = 0,25sin4x + 5x2 - Y/x + x;

g(x) = 7cos2x + 11x%.

Ats. 315.
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

I$spreskite lygti V) +129'(x) +g(2) =0, jei f(x) =x —
—12In(3 —x) ir g(x) =v3 —x.

Ats. -1.

Raskite lygties xV1 —8x — 4x? - f'(x) = 3(x + 1) - f(x) Sakny suma, kai
f(x) = xV2x + 3.

Ats. -1,5.

ISspreskite lygti % +4Vx — 2 = 2, kai f(x) = \/?

Ats. @.
[§spreskite lygtj 9vx + 1 + 3f'(x) = f'(3),
3
kai f(x) = (2x + 3)3 — E\/g'
Ats. -1.
Raskite maZiausig x reik§me, tenkinanéig nelygybe % > f'(x),jei
) = 2x% —1 N 1 c c
fx_2x+1 5cosx .
Ats. 1,5.

Raskite maziausig sveikg x reikSme, tenkinancig nelygybe

3x%2 -2

|5x — 3| > x%2 —x + f'(0), kai f(x) = T + sin’x.

Ats. -4.

Raskite funkcijos f(x) = 2sin? g + sing - g kritiniy tasky, tenkinanciy

salyga x? 4+ 19,5x < 10 skaiciy.

Ats.3.
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22. Raskite lygties f'(x) =2+ § Vx = 2sin3x sprendinj laipsniais, kai

f(x) =2x+ 0,25Vx%* + sin(270° + x) — §c053x ir x € (—90°0).
Ats. -60°.
23. Raskite lygties cos (2 — 2mx) + tgm(1 —x) = 0 sprendinj (radianais), kai
x € (0;0,5).
Ats. 0,25.

24. Raskite lygties sin(mr + 7x) + sinx = sin (7 + 5x) sprendiniy skaiiy, kai

m T
x €(=5:3)

Ats. 7.

25. Raskite lygties sindx = 1 — 2cos?x Sakny, tenkinandiy salyga |x| < 1,

skaiciy.
Ats. 3.

26. Raskite lygties 9cos*x — sin*x = 2sin?2x sprendiniy, priklausanciy

intervalui [- 180°; 180°], skai¢iy.
Ats. 4.
Iskaitg galima jvairiai organizuoti. Paminésiu patj primityviausig biida.

Pamokoje i$sprendziu ir giliai iSanalizuoju penkis — Keturis tipinius pratimus ir
padaugintas salygas jteikiu mokiniams. Pra¢jus savaitei, kurios metu mokiniai dirbo
savarankiskai, organizuoju konsultacijg. Atsakau j visus klausimus. Jei kai kurie uzdaviniai
mokiniams sunkiau sekési, tai dar skiriu §io tipo uzdaviniy papildomai ir dar po savaités,

mokiniai i8 Sios temos atsiskaito rastu.
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Pamokos, skirtos duoty uzdaviniy sprendimy paruoSimui, medziaga gali atrodyti

taip:
1. Raskite didziausiq sveikgji nelygybes x|x —4| < Zf’(i) sprendinj, jei
f(x) =Bx+1):(9x% —3x + 1 + cos3m) + In?11.
Sprendimas: f'(x) = 3(9x? — 3x + 1 + cos3mx) + (18x — 3 — 3mwsin3nx) - (3x + 1)
Randame f'(x)=31-14+1-1)+(6-3-0)-(1+1)=6
Gauname nelygybe x|x — 4| < 5.

Pomodulinio  reiSkinio Saknis 4 suskaido skaiCiy a§j intervalais

(—o0;4) ir[4; oo].

Norint surasti didziausig sveika sprendinj, imame intervalg [4; c0) ir tik tada, jei

Siame intervale nelygybé neturés sprendiniy, nagrinésime nelygybe antrame intervale.
Jei x € [4;00),tai x(x —4) <5, x2—4x—-5<0, (x—=5)(x+1)<0.

-1 5 X

4 £
4 < x < 5. DidzZiausias sveikas skaicius, tenkinantis nelygybe, 5.
Ats. 5.

2. Raskite maziausia sveikajj nelygybés |5x — 3| > x2 — x + f'(0) sprendinj,
jei f(x) =

3x2-2
1—x

— icos4x + /3.

6x(x—1)—-1-(3x2-2)
(1-x)?

0+1(-2)

Sprendimas: f'(x) = + sindx; f(0) = —— tsin0 = -2

Turime: |5x — 3| > x? —x — 2. Pomodulinio reikinio $aknis 0,6 suskaido skai¢iy asj

intervalais (—0; 0,6) ir [0,6; ).

Norint rasti maziausig sveikajj nelygybés sprendinj, pradzioje nagriné¢jame nelygybe intervale
(—0;0,6) ir jei Siame intervale nelygybé turés sprendinius, tai tarp jy rasime ir maziausia. Jei

x < 0,6,tai gauname: —5x+3 >x*2—x—2, t.y. x> +4x—-5<0;(x+5)(x—1) <0
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1
(3]
H

<

—5 < x < 0,6 . Maziausias sveikas skaiCius, tenkinantis nelygybe yra -4

Ats. -4.

3. I8spreskite lygtj f'(x) =0.r rasti lygties Sakny sumg laipsniais,
priklausan¢iy intervalui [0°%;360°], jei f(x) = %sian + 5cosx — 3x +

10In2.
Sprendimas: f'(x) = %cost(Zx)’ — 5sinx — 3; f'(x) = cos2x — 5sinx — 3

Turime 1 — 2sin?x — 5sinx — 3 = 0; 2sin®x + 5sinx + 2 = 0; sinx =y, |y| < 1;

1
2y? + 5y + 2 = 0; isprende gausime: y; = 5 V2= —2 (netinka)

] 1 T
sinx = —7;x = (—1)”“6 + n,neZ; x = (—1)"*130° + 180°n

Jein =0,x = —30° € [0°%360°];
Jein =—-1,x = 30%
Jein=1,x =30°+ 180 = 210°%;
Jein=2,x =—-30°+ 360 = 330°
Taigi S = 30° + 210° + 330° = 570°.
Ats. 570°.

4. Tsspreskite lygtj (x — 2)V1 + 8x — 4x2 - f'(x) = 3(x — 1) f(x), jei

f(x) = (x—2)-V2x —1.

-2 2x—1+x—2

f'(x)=(x—2)’-\/2x—1+#-(x—2) VIx— 1+

2V2x —1 \/Zx—l Vv2x —1
_ 3x — 3
V2x —1

(x —2)y1+8x —4x2- —3(x—1)(x—2 V2x —1)

\/7
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Gauname: x = 2;x =1
J1+8x —4x2 =2x —1; 1+ 8x — 4x% = 4x% — 4x + 1; 8x% — 12x = 0;
8x(x—15)=0x=0;x=1,5
Patikrinus randame, kad lygties Saknys yra skaiciai: 1; 2; 1,5.

Ats. 1; 2; 1,5.
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Logaritmu skai¢iavimas

Logaritmy savybes uzraSau pagalbinéje lentoje.
Logaritmy savybés, kuriomis naudosimeés:

log,(xy) =log,x +log,y (a>0,a+1,x>0,y > 0)

loga§ = log, x — log, y;log, x™ = nlog, x; log, Vx = %loga x; log,1=0; log,a =

. k_ . n _ . _ logch __1 . _logyc _ .logpa .
1; log, a k; logan x log, x; log, b logca,logab ogna a c ; kur

a>0b>0,c#1,b+1,a+1.
Apskaiciuokite:

1 71+log7 3.
2. 3310835, 4
3 72—10g7 10.
1 .
4, logzﬁa,
5 410g3 7510g3 7 _ 710g3 20 -

6. 710g5(1+\/5)+0,510g\/§(\/§_1)_
7.0,8(1+ glogs 8)10865 5
2logs 5
8. (4(1 —l+l_i+...>) ;
39 27

9.(0,(6) — 0, (3))210835;

10. 0 4logoy4 sin75° , 0 16log0,4\/2cos75°.

11. 6log\/g\/7—\/€ . 6410g4 3\/7+x/€.

12. 10logs,(7V/3 +V19) —log 1 (74/3 — V/19).
V2

Namy darbams:

1. 2log, cos S?H — lgcos14m,
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log 3 (WV7+V3)
2 glog2(V7-/3) . 4 = ;

logg 7’

3. logs logs 3\/ V3; JZS 10;65 +49 —

24(log7 V8+V15-logi v8-V15
; .

5. (210g2\515)3 _ (Bloggﬁs)g;
6.log, 5(4vV2 —V/5) — 2log (4V2 + V5).

Lygties sinx = a sprendimas

Kompleksinj mokyma sékmingai galima taikyti bet kurioje pamokoje,
formuojant bet kurios temos jgiidzius. Pavyzdziui, tema , Lygties sinx = a sprendimas®.
Pamokoje prasau mokinius uzrasyti lentoje paprasc¢iausius trigonometriniy lyg¢iy sprendimo

formules. Tikslas — iSmokyti jas taikyti. Vietoj vadovélyje esanciy lygéiy:
sinx = %;sinx = ;;sinx = —%;sinx = —0,6; sindx = 0; sin (—z) = ——;

sin (x - %) = \/2_5; sin (E - 1) = 0 sprendziame tokias lygtis:

T[-
12’

. X X T .
1. 2sin=cos = = cos?® — — sin?
2 2 12
2. sin3xcos2x = sin2xcos3x + 2sin15°cos15°;
. 1 . ]

3. cos3xsin2x = . sin3xcos2x;
4. sin7xcos4x = sindxcos7x;

. 3 3 . _ . T,
5. 2(sin*cosx + cos’xsinx) = sin Y

. 77: s . 7T
6. sin(r — x) + cos (E - x) = cos? . sin? 5

7. 2sindxcos4x = 1,2.
Namy darbams

ISspreskite lygtis:
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. 3x 3x 2m,
1. sin=:cos— = cos—;
2 2 3
2. sin5xcos4x — sindxcos5x = sin390°;
3. 2sinx — sin?2x = cos?2x — 2;

2tgg

1-tg?%’

4. 2sin8xcos8x =

s

) 2tg ]
5. sin3xcosx + 1+t—12” = sinxcos3x.

2=
g 12

Lygties cosx = a sprendimas

ISspreskite lygtis:
1. cos4xcos§ + sin4xsin§ = cos4r;

ta™
2. 2(cos?3x — sin?3x) = s .

2Ih

1-tg s

X .
3.cos>— cos?13x = sin?13x;
. . , 5w,
4. cosbxcos2x — sinbxsin2x = sin -
3 . .3 _ 1,
5. cos’xsinx — sin°xcosx = "
5x . 2 2.
6. 4605? = 3sin“x + 3cos*x;
. 4T
7.2cos’x —1 = sin—.
Namy darbams
ISspreskite lygtis:
. 2 2 1
1. sin“2x — cos 2x—5= 0
X . 5T
2.2c05s—= = sin—
15 2

3. 2cos3xcosx + 2sin3xsinx = V3

T . ., T , T
4. COSXCOSE + smxsmg - Slng =0



. . 1 T
5. cos4xcosx = sindxsinx — St93

Lyqties tgx = a sprendimas

1. tg (Zx + %) = 2cos%x + 2sin’x

1 5x
2.;tg?+1—0

2tg3x

—_ o

3. toar tg60
4 tggttgx _  7m
' tg%tgx—l - 6

5.tg40° — tgx = 1 + tgxtg40°
6. tgx + tg50° + tg70° = tgx - tg50° - tg70°

Namy darbams

l.tg (Zx + g) = Zcoss?n

2tgs .
2. 3= 2sin—
1-tg?=
3
tgx—tg20°
9 — 42100
1+tgxtg20°

4.2tg15° —tgx = 2tgx - tg15° — 1
Gabiems mokiniams:
tg*x + ctg*x + tg*x + ctg’x = 4

Turiu pasakyti, kad taip trigonometrijos mokau jau ne vienus metus. Ir
rezultatai neblogi. Svarbiausia, kad spresdami Siuos uzdavinius, mokiniai nuolat kartoja

trigonometrijos formules, kartoja galvodami, ne kaldami mintinai.

Kontrolinis darbas. Paprasciausiy trigonometriniy lyg€iy tipo sinx = a ir cosx = a

sprendimas.
ISspreskite lygtis:
V3 . T
1.2 cos (6x - 5) =sinz
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. [x 13 1_tg2%
2.sinl=——|) = 2
5 12 1+tg23

3. 2cos4xcos2x — 2sindxsin2x = tgg

4. 2cos*x = 3sinx + 2cos?*17° + 2sin?17°

5.cos2x — 5cosx+3 =0
6. sin (g + x) —cos(m—x) = tg%n

Po keliy pamoky rasytas ir antras kontrolinis darbas.

ISspreskite lygtis:

. . X X
1. sin®x — tgx - ctgx = sin® -+ cos? -

2. 2sinxctgx + 1 = cos(—x)
3. Raskite lygties sin?x = 3 + 2sinx $akny sumg laipsniais, jei x € [0; 270°].

4. Raskite maziausig Saknj laipsniais, priklausancig intervalui (—60°; 120°), jei

1+ sin2x + cos2x = 0.
5. ISspreskite lygti:

cos2x+2cos?x—2 _

12x2-8mx+27m?

Kontroliniy rezultatai parod¢, kad uzdaviniai su paSaliniais sprendiniais,
sprendziami sunkiau. Gal kai kam atrodo, kad minétose trigonometrijos pamokose
monotoniSkai kartojamas formuliy rinkinys. Tegul ir taip, bet jei mes jy neiSmokome tvirtai
pamokose, tai néra ko tikétis, kad jie jas mokysis namuose. Viso darbo apibendrinimas —

baigiamasis kontrolinis darbas 12-oje klaséje (skiriamos dvi pamokos).

ISspreskite lygtis:

1. Vx2—4x+4 + Vx2=5;
2. 2.2:4%*% —17-4*4+8=0;

3. 3. —tgzloTncosé}x + 822 - sin (S—H — Zx) =0.

cos7 2
Apskaiciuokite:
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3n
10(3\/§ + 4) cos(a + 60°) ,kai sinx = —-06ir t<a < >

ISspreskite nelygybes:

(VTE-V6)3 (VI +6)?
V5+33)(16V25-16Y15+163/9)

24 _
1. lg°x — 2lgx < 2

2. x? +x—§<f’ (g),kaif(x) =%sinx+sinx+ln7;

3. Raskite maziausig sveikg x reik§me, tenkinancig nelygybe;

x%2—-2x+1
[x—-3|

1—cosx

>f’(§),jeif(x)= +(x—§)2.

sin2x

Kompleksinio matematikos mokymo naudg jrodo ir geometrijos kurso
kartojimas ir sisteminimas. Tik gerai iSmoke trigonometrija, iSvestines, §ias Zinias sékmingai
taikysime ir geometrijoje. Pavyzdziui, pakartoje ir susisteming iSvestines, jy taikyma, dvi tris

pamokas sprendziame ir ekstremumy uzdavinius:

1. I8 visy staciakampiy, kuriy plotas 9n?, idrinkite tokj, kurio perimetras biity

maziausias.

2. ] lygiason; trikampj, kurio pagrindas lygus 20cm ir aukstiné 8cm, jbréztas
staciakampis, kurio viena kraStiné yra trikampio pagrinde. Koks turi biti staciakampio

aukstis, kad jo plotas biity didziausias?

3. Langas yra stac¢iakampio, uzbaigto pusskrituliu, formos. Lango perimetras 2p.

Kokie turi biiti lango matmenys, kad jo plotas buty didziausias?

4. Kugio sudaromoji [ = 20cm. Kokia turi bti kiigio aukstiné, kad jo tiiris biity
didZiausias?

5. | rutulj, kurio spindulys R = 3cm, jbréZtas didZiausio turio ritinys.
Apskaiciuokite jo turj.

Pakartojus trigonometrija, ja taikau algebros pamokose, o taip pat jtvirtinu,
spresdama planimetrijos bei stereometrijos uzdavinius. Taip dirbdama, stengiuosi apjungti

algebrg ir geometrijg | vieng sudétingg, bet neiSardomg mechanizma — matematika.
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